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Die laminare Strémung 
um einen axial angestrémten rotierenden Drehkérper*. 


Von H. Schlichting. 


1, Einleitung. Die Strémung um einen Drehkérper, der um seine Achse rotiert und gleich- 
eitig in Richtung der Drehachse angestrémt wird, ist von Bedeutung fiir die Ballistik des 
zeschosses mit Drall. Aber auch bei Strémungsmaschinen aller Art spielen die Strémungs- 
organge an einem angestrémten Kérper, welcher gleichzeitig eine Drehbewegung ausfibrt, 
ine wichtige Rolle. Untersuchungen von C. Wieselsberger! ither den Luftwiderstand von 
chlanken Rotationskérpern, die sich um ihre Achse drehen und dabei in Richtung der Dreh- 
ichse angestrémt werden, ergaben eine betrachtliche Zunahme des Widerstandes mit dem 
Verhaltnis von Umfangsgeschwindigkeit zu Anstrémungsgeschwindigkeit, und zwar umso 
nehr, je schlanker der Kérper ist. Ahnliche Ergebnisse erhielten S. Luthander und A. Ryd- 
erg? aus Versuchen an rotierenden Kugeln, die in Richtung der Drehachse angestrémt werden. 
nshesondere wurde von ihnen eine betrachtliche Verschiebung der kritischen Reynoldsschen 
fah] der Kugel mit dem Verhaltnis von Umfangsgeschwindigkeit zu Anstrémungsgeschwindig- 
eit beobachtet. Die physikalische Ursache fiir diese Erscheinungen ist in den Vorgangen 
n der Reibungsschicht zu suchen, wo infolge der Drehbewegung die Fliissigkeit in Wandnahe 
nit umladuft und infolgedessen unter der Einwirkung einer starken Zentrifugalkraft steht. 
fs ist klar, daf hierdurch der Ablésungsvorgang und auch der Umschlag laminar-turbulent 
tark beeinfluBt werden, und da deshalb die Drehbewegung einen starken Einflu® auf den 
Widerstand des Kérpers haben muB. 

Bei den Strémungsvorgangen in der mitumlaufenden Fliissigkeitsschicht handelt es sich 
um recht komplizierte dreidimensionale Grenzschichtstr6mungen, die bisher sowohl experi- 
mentell als auch theoretisch wenig untersucht worden sind. Der Sonderfall einer in ruhender 
fliissigkeit rotierenden Scheibe ist schon friihzeitig von Th. v. Karmdn® fiir laminare und 
urbulente Strémung als Grenzschichtproblem nach einem Niaherungsverfahren behandelt 
worden. Spiater wurde dieses Problem fiir den laminaren Fall von W.G. Cochran‘ auch als 
xakte Lisung der Navier-Stokesschen Gleichungen angegeben. Hine Verallgemeinerung dieses 
alles, namlich die Strémung um eine rotierende Scheibe, die in Richtung der Drehachse 
ngestromt wird, ist fiir laminare Strémung kiirzlich von H. Schlichting und E. Truckenbrodt*® 
ehandelt worden. Das praktisch wichtigste Ergebnis sind hierbei die Formeln fiir das Dreh- 
oment der rotierenden Scheibe; dieses hangt stark ab von dem Verhaltnis der Umfangs- 
eschwindigkeit zur Anstrémungsgeschwindigkeit der Scheibe. 

Fiir den allgemeinen Fall eines rotierenden und gleichzeitig angestrémten Kérpers sind 
inige allgemeine Ansatze von J. M. Burgers’ angegeben worden. Wir stellen uns hier die 
ufgabe, die laminare Strémung an einem axial angestrémten Drehkérper zu berechnen, der 
leichzeitig um seine Achse rotiert’. Die oben erwahnte von uns friither schon geléste Aufgabe 


* Auszugsweise vorgetragen auf dem VIII. Internationalen Mechanik-Kongref in Istanbul am 
8, 52. 
1 C. Wieselsberger, Phys. Z. 28 (1927), S. 84. 
2 §. Luthander, A. Rydberg, Phys. Z. 36 (1935), S. 552. 
3 Th. v. Kérmén, Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), S. 235. 
4 W.G. Cochran, Proc. Cambridge Philos. Soc. 30 (1934), S. 365. 
5 H. Schlichting, E. Truckenbrodt, Z. angew. Math, Mech. 32 (1952), S. 97; Auszug in Journal Aeron. 
ciences 18 (1951), S. 638. , 

6 J. M. Burgers, Kon, Akad. van Wetenschappen, Amsterdam 45 (1941), 5. 13. ,; 

7 Es sei darauf hingewiesen, da} der turbulente Fall sowohl fiir die angestrémte rotierende Scheibe 
Js auch fiir den angestrémten rotierenden Drehkérper im AnschluS an diese Untersuchungen inzwischen 
on E. Truckenbrodt gelést worden ist. Eine Veréffentlichung wird spater erfolgen. — E. Truckenbrodt, 
ie Strémung an einer angeblasenen rotierenden Scheibe bei turbulenter Stromung. Erscheint in Z. 
ngew. Math. Mech. — E. Truckenbrodt, Ein Quadraturverfahren zur Berechnung der Reibungsschicht 
n axial angestrémten rotierenden Drehkérpern, Bericht 52/20 des Institutes fir Strémungsmechanik 
er T. H. Braunschweig (1952). 
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der Strémung um eine angeblasene rotierende Scheibe stellt den ersten Schritt zur Berechnung 
der Strémung am angeblasenen rotierenden Drehkérper dar, namlich insofern als bei runder 
Nase eine kleine Umgebung des vorderen Staupunktes des Rotationskérpers durch seine 
Tangentialebene ersetzt werden kann. 

Von unserem Problem des angestrémten rotierenden Drehkérpers bei laminarer Strémung 
ist der eine Grenzfall des axial angestrémten aber nicht rotierenden Kérpers bekannt: Die 
Lésung dieses Falles wurde von S. Tomotika! angegeben durch Ubertragung des bekannten 
Naherungsverfahrens von K. Pohlhausen? auf den rotationssymmetrischen Fall. Der andere 
Grenzfall, nimlich die Strémung in der Umgebung eines rotierenden, aber nicht angeblasenen| 
Korpers ist au®er fiir die rotierende Scheibe nur fiir den rotierenden Kreiszylinder bekannt?. 
Im letzteren Fall hat man eine Verteilung der Umfangsgeschwindigkeit nach dem Gesetz 
v= wR?/r, wo R den Zylinderhalbmesser, r den Abstand vom Mittelpunkt und w die Winkel- 
geschwindigkeit der Drehung bedeuten. Die Geschwindigkeitsverteilung, wie sie hier durch 
Reibungswirkung hervorgebracht wird, ist also die gleiche wie in der Umgebung eines Poten- 
tialwirbels. Im Gegensatz zu dem ersteren Grenzfall (angeblasener nicht rotierender Kérper) 
hat bei schlanken Kérpern, die in ruhender Fliissigkeit um ihre Langsachse rotieren, die 
Strémung keinen ,,Grenzschicht-Charakter“, d.h. die Reibungswirkung beschrankt sich nicht 
auf eine diinne Schicht in der Nahe der Wand, 
sondern sie wirkt sich in der ganzen Um- 
gebung des rotierenden Kérpers aus. 

In neuester Zeit ist von L. Howarth* auch 
ein Lésungsversuch fiir die in ruhender 
Fliissigkeit rotierende Kugel unternommen 
worden. Diese Strémung ist von der Art,} 
daB in der Reibungsschicht durch die Zentri-| 
fugalkrafte die Flissigkeit von den Polen 
zum Aquator geférdert wird, und in der’ 
Aquatorebene nach auBen abstrémt. 

Wenn wir nun im folgenden den all- 
gemeinen Fall des angeblasenen rotierenden 
Rotationskérpers nach den Rechenverfahren 
der Prandtlschen Grenzschicht-Theorie be- 
handeln, so miissen wir uns dessen bewubBt ; 
sein, da diese Lésung den Grenzfall des 
nur rotierenden, aber nicht angestrémten 
Rotationskérpers nicht enthalten kann. Dies} 
ist jedoch keine wesentliche Einschrankung, | 
da dieser Fall praktisch nicht besonders} 
wichtig ist. 

Die beherrschende dimensionslose GréBe| 
fiir unser Problem ist das Verh4ltnis | 


Umfangsgeschwindigkeit Vin Rm @ 


Anstrémungsgeschwindigkeit U,  U. ’ 


wo R,, den Halbmesser des gréBten Spant-, 
querschnittes des Rotationskérpers bedeuten | 
mége. Es muf das Ziel der Rechnungen sein, 
Festa at her vate, fiir einen vorgelegten Rotationskérper das} 
Drehmoment, den Widerstand und dariiber 

hinaus den ganzen Grenzschichtverlauf in Abhangigkeit von V,,/U., zu berechnen. Dabei ist 
der Fall V,,/U,, =0 aus der bisherigen Grenzschicht-Theorie schon bekannt. Mit Riicksicht auf 
das oben Gesagte diirfen wir aber nicht erwarten, daB unsere Lésung fiir beliebig grofe Vin] Us 
Giiltigkeit hat. Die obere Grenze des Wertes von V,,/U,,, fiir den unsere Rechnung zutreffend 
ist, bleibt noch zu ermitteln. Sie liegt voraussichtlich erheblich oberhalb von V,2/ UU, = 


} a ai Tomotika, Laminar boundary layer on the surface of a sphere in a uniform stream, ARC Rep.| 
1678 (1935). 

2 K. Pohlhausen, Z. angew. Math. Mech. 1 (1921), S. 253. 

3 H. Schlichting, Grenzschicht-Theorie. S. 63. Karlsruhe 1951. 

4 L. Howarth, Philos. Mag. VII Ser. 42 (1951), S. 1308. 
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2. Die Grundgleichungen. Fiir die Berechnung der Strémung legen wir das in Abb.1 an- 
gegebene Koordinatensystem zugrunde. Es sei (x,y,z) ein rechtwinkliges krummliniges 
ruhendes Koordinatensystem. Die x-Achse sei gemessen lings eines Meridianschnittes, die 
y-Achse langs eines Breitenkreises, so da die x- y-Ebene Tangentialebene ist. Die z-Achse 
st senkrecht zur Tangentialebene. Es seien u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten in 
Richtung dieser drei Koordinatenachsen. Auferdem sei R(x) der Halbmesser des Breiten- 
kreises, w die Drehwinkelgeschwindigkeit, U(x) die potentialtheoretische Geschwindigkeits- 
verteilung und » = y/o die kinematische Zihigkeit. 

Die nach den Rechenmethoden der Grenzschichttheorie vereinfachten Bewegungsgleichun- 
cen lauten fiir dieses Koordinatensystem: 


Ou u dR Ow 


on + Ria oe =) (Kontinuitat) , (1) 
Ou v2 dR Ou dU (hal Ashe 
IB ae ++ w a. at ers 4 iw (Impuls, meridional) , (2) 
Ov uv dR Ov 0? ‘ 
os Ride ea a (Impuls, azimutal) . (3) 
Die Randbedingungen sind 
a— 0:-u—O0, Po te w=0; mate Beg | peed OY (AES ne= (4) 


Eine Auflésung dieses Systems von Differentialgleichungen fiir eine beliebig vorgegebene 
Kérperform R(x) mit der dazu gehérigen potentialtheoretischen Geschwindigkeitsverteilung 
U(x) fiihrt auf uniiberwindliche rechnerische Schwierigkeiten. Wir verwenden deshalb das 
bequemere Naherungsverfahren, welches mit dem Impulssatz arbeitet. Wir erhalten die 
beiden Impulsgleichungen fiir die meridionale und azimutale Richtung durch Integration der 
entsprechenden Bewegungsgleichungen iiber z von der Wand z =0 bis zu einem Wandabstand 
z2=—h>6, der auBerhalb der Reibungsschicht liegt. 

Fir die meridionale Richtung ergibt sich durch Integration von (2) iiber z unter 
Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung (1) sowie nach Einfiihrung der Wandschub- 
spannung fiir die x-Richtung 


0 
ao = (35) (5) 

als Impulsgleichung fiir die Meridianrichtung 
Oo | U-. (23, + 6%) Rag U 21% oy) =) (6) 


Hierbei ist in bekannter Weise 


5% =|(=5] de (7) 


die Verdrangungsdicke, wahrend 


“= (i ° 


als Impulsverlustdicken fiir die x- bzw. y-Richtung bezeichnet werden mégen. 


In analoger Weise ergibt sich fiir die azimutale Richtung durch Integration von (3) 
iber z bei Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung (1) sowie unter Einfithrung der Wand- 
schubspannung fiir die y-Richtung 


to = H(52) (10) 


LO™ 
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als Impulssatz fiir die Umfangsrichtung 


ad SANA) 2 eeRe 0 11 
wo, (UR*B.y) = — Re. (1 


Hierbei ist 
6 
uv 
d= | Le (12) 
0 


als ,,Drehimpulsverlustdicke’ eingefiithrt worden. 


3. Niherungsverfahren. a) Die Geschwindigkeitsverteilungen. Nach dem Nahe 
rungsverfahren der Grenzschichttheorie, wie es zuerst von Th.v. Karman und K. Pohlhausem 
angegeben wurde, werden die Impulsgleichungen (6) und (11) in der Weise erfillt, daB man 
fiir die Geschwindigkeitsverteilungen u und v geeignete Ansadtze macht, welche die wichtigstent 
Randbedingungen befriedigen. In diesen Gleichungen kénnen im vorliegenden Fall noch zweil 
GréfBen frei bleiben, fiir deren Bestimmung dann die beiden Impulsgleichungen zur Verfiigungt 
stehen. Als Ansatz fiir die Geschwindigkeitsverteilung haben sich Polynome des Wand- 
abstandes gut bewahrt, derart, daB die Grenzschicht in einem endlichen Wandabstand z=0 
an die reibungslose AuBenstrémung anschlieBt. Dabei kann die Grenzschichtdicke fiir die} 
meridionale und die azimutale Geschwindigkeitskomponente verschieden sein. Diese Grenz- 
schichtdicken seien 6, bzw. 6,, und wir fithren die damit gebildeten dimensionslosen Wand-! 
abstande 


(| 


and. eee (13), 


Ox by om 
ein. 


Fiir die Geschwindigkeitsverteilungen u und v wahlen wir Polynome vierten Grades in 4 


je finf Randbedingungen fir u und v erfiillen kénnen. Wir wahlen die folgenden zehn Rand- 
bedingungen: 


b elem. yee — ie Tire 

Agee Pere ik ios a | (14a, b, c, d, e}| 
i =0:0=4=Ro, 0, | | 

t'=1l:v=0, & 9, say | (15a, b,c, d, e} 


Die Randbedingungen (14a, b, c) und (15a, b, c) ergeben sich sofort aus den Grundgleichun- 
gen (2) und (3) mit (4) fiir z=0 und z =0, bzw. 6,. Die tibrigen Randbedingungen dienen zur’ 
Erzielung eines sanften Uberganges der Grenzschicht in die AuBenstrémung. Unter Beach- 
tung dieser Randbedingungen erhalt man die folgenden Polynomansatze fiir die Geschwindig- 
keitsverteilungen 


u 1 
yg = 4t— 28 4 Ves Ke (t 32 +3— 1!) , (16) | 
ey een Ba teen 
Vo i (17) 
Dabei ist 
6% [dU v)\2 U dR 
ped | 0 
Bs v aa (7) R 7 (18) 


ein Formparameter des u-Geschwindigkeitsprofilés, der in Analogie steht zum Formpara- 


meter A des Pohlhausen-Verfahrens!. Die Geschwindigkeitsverteilungen u/U und ind 
in Abb.2 dargestellt. 6 oma /U und v/v, sin 


1 Vel. H. Schlichting, Grenzschicht-Theorie, S. 193. 


CXI. Band 1953. Schlichting: Die laminare Strémung usw. 231 


Die Ablésungsstelle mége durch den Beginn der Riickstrémung der meridionalen Ge- 
chwindigkeitskomponente u(z) in Wandnihe gegeben sein, 


Dies ergibt 
K =— 12 (Ablésung) . (19) 


Der Ansatz fiir die u-Komponente ist der gleiche wie beim Pohlhausen-Verfahren des ebenen 
und rotationssymmetrischen Falles. Damit ist sichergestellt, da® unsere Lésung im Falle 
yhne Drehung, w =0, in die Lésung von S. Tomotika und F. W. Scholkemeyer' fiir den nicht 
Irehenden Rotationskérper iibergeht. Die Einfithrung der Ansiitze (16) und (17) in die 
Impulsgleichungen (6) und (11) ergibt zwei Differentialgleichungen fiir die noch unbekannten 
Grenzschichtdicken 6,(x) und 6,(«) oder die daraus abgeleiteten Gréfen. 


b) Die Impulsgleichung fiir die Umfangsrichtung. Wir geben zunichst die 
weitere Ausrechnung fiir die Impulsgleichung der Umfangsrichtung. Mit 


Tyo as Ov =e Vv 
20 (32) = 25 Ro (20) 
10 + 
‘rgibt sich aus (11) nach Division durch w 
d y 08 
NS Ne Dr OF (21) 
Unter Einfithrung der weiteren GréBen 46 
g=2% wmd 4=2 (22) 
5 bx 
sowie ‘s 
Ry 
eases 23 =2.¢'-2 
Qe (23) t-£it'-g 
ind UY 2 a 10 
au U dR Abb. 2. Die Geschwindigkeitsverteilungen in 
o= Ol 7. -- 3 R an) (24) meridionaler und azimutaler Richtung. 
halt man aus (21) die folgende Differentialgleichung fiir (x): 
dO G(K, A) 
eae, ee” (25) 
Dabei ist 
G(K, A) =4g, —20 (26) 


sine universelle Funktion der beiden Parameter K und /. 


Diese Funktion ist schon von W. Dienemann® bei der Berechnung der Temperaturgrenz- 
schicht an einem Zylinder (ebenes Problem) ermittelt worden®. Es wurde dort fiir die Tem- 
seraturverteilung in der Grenzschicht das gleiche Polynom vierten Grades gewahlt wie bei 
ins fiir die azimutale Geschwindigkeitsverteilung nach (17). Nach (12) ist 


1 
Oxy ff uv 
= at. 
80 dy U Vo 
0 
Wegen 
eet oy 
5 a ee 


1 F, W. Scholkemeyer, Die laminare Reibungsschicht an rotationssymmetrischen Kérpern. Disser- 
ation Braunschweig 1943, vgl. H. Schlichting, Grenzschicht-Theorie, 5. 204. 

“2 W. Dienemann, Berechnung des Warmeiiberganges an laminar umstrémten Kérpern mit kon- 
tanter und ortsveranderlicher Wandtemperatur. Dissertation Braunschweig (1951), Z. angew. Math. 


Mech. 33, 1953, S. 89. 
8 Mit den Bezeichnungen nach W. Dienemann gelten die Identitaten Hi = g, und A = TS 
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erhalt man nach Ausrechnung des Integrales mit den Geschwindigkeitsverteilungen (16) 
und (17) die GréBe gy als Funktion von K und 4. Es ergibt sich nach W. Dienemann 


go(K, A) = g,(4) + K g(4) Ca 
: Spe ) | 
A aks6)(A) = haa ag 
1 1 3 l 
8A) A AF Ate 4 
: srs Ini awpll Goll jeeul awa amble (28) 
A21:8(4) =i) at is w 140 ZiT 180 as? 


yer sees i imal ‘het 
82(4) = i599 a — 180 22 + 840 Zt 3004 Ad" 


Die Funktion g,4 in Abhangigkeit von A fiir verschiedene Werte von K ist in Abb.3 dar-| 
gestellt. Tabelle1 gibt einige Zahlenwerte der Funktionen g,(4) und g,(4). 


iva Dy Tabelle 1. Die universelleny 
A= Funktionen g,A4 und g,A nach 
of Gleichung (28) . 
43 A gi: A | 100-g,-4 
0 0 0 
12 0,2 0,0053 0,036 
0,4 0,0208 0,114 
47 0,6 0,0457 0,205 
0,7 0,0606 0,249 
» IA 0,8 0,0784 0,291 
Cy ia 0,9 | 0,0970 0,329 
EO tele 0,364 
89 12 0,1614 0,423 
1,4 0.2089 0,471 
08 1,6 0,2589 0,510 
1.8 0,3109 0,541 
QO = 2A) 0,3643 0,568 
Abb.3. Die universelle Funktion 4 =6,/6, im Abhingigkeit von gy+ 4= 6, 4/0, 2,9 0,5021 0,618 
nach (27) und (28). 3,0 0,6437 0,651 


c) Die Impulsgleichung fir die Meridianrichtung. Die weitere Umformung der 
Impulsgleichung fiir die Meridianric htung liefert, wenn man nach Holstein- Bohlen! und ana- 
log zu (23) 


ae dU 
Lee le (29) 
einfiihrt, die folgende Differentialgleichung fiir Z(x): 
dZ__ F(K,A) 
= 7 (30) 
Dabei ist 
= f U dR GUNG lip 
Kd) =2)f— Ont xf) —ZR ZI +(p) 74] (31) 


genau so wie G(K, 4) in (26) eine universelle Funktion der beiden Parameter K und 4. Im 
Einzelnen gelten die folgenden Beziehungen: 


Ox 37 K K2 
SK) Oxo 50k. 9459 asO0 Toe (32) 
os K 
ee ; 3 
hess, Ox. sl On 120 (sa 


1 Vel. H. Schlichting, Grenzschicht-Theorie. S. 195. 
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h(i aut (34) 


RR) be Oe om Ow! (35) 
Bae: Ox => du\ Ox Ox =A K 
flK) = = (5) oH (2 He SAK- (36) 
Oy. 23 
ae Oe (37) 


Die vorstehenden Funktionen von K sind bereits aus der Berechnung der Grenzschicht des 
ebenen Falles bekannt!?. 

Der Zusammenhang zwischen Z und K ergibt sich aus (18) unter Beachtung von (29) 
und (32) zu 


= idee fee U dR 
K-faK) =21 +(t) eal (38) 
Unter Beriicksichtigung von x =ZU’ nach (29) kann dies wegen (32) auch geschrieben wer- 
den in der Form 
) By eRe OT a Kg Ke 
a @ R r ‘ KG 945 ) oe) 


In Abb.4 sind die universellen Funktionen fj, f,, f; und K in Abhangigkeit von x* dar- 
zestellt. Im Ablésungspunkt ist fiir beliebige Drehgeschwindigkeit wegen K =-—12 der 
arameter x* ——0,1567. Im Stau- 
ounkt ist ohne Drehung K = 4,71¢ 
ind x* —0,05708, wahrend mit Dre- 
aung die Werte im Staupunkt vom 
Drehparameter w,/U abhangig sind 
ivgl. den folgenden Abschnitt). Aus 
38) 1aBt sich bei gegebenem Z der 
formparameter K ermitteln. Ferner 
benétigen wir fiir die spitere Rech- 
qung noch einen Zusammenhang zwi- | 
chen den Parametern J, g,, O, Z und 
\K. Dieser ergibt sich nach (22), (23), 
(29) und (32) folgendermafen: 


A ¢,(K, A) = 2 fiK) (40) 


| Die beiden Differentialgleichungen 
25) fiir O(x) und (30) fiir Z(x) sind 
)wei simultane Differential gleichungen, 
lie durch die universellen Funktionen 
1-(K,A) und F(K,A) gekoppelt sind. 
\m Falle des nicht rotierenden Kérpers, 
‘) =0, fallt die Kopplung fort, da dann 
ftach (31) die Funktion F unabhangig 
von A wird und nur noch von K ab- 
nangt. In diesem Fall kann zuerst 
-us (30) Z(x) ermittelt werden, und oan 
{lann nachtraglich aus (25) O(x). Diese Abb. 4. Die universellen Funktionen f, = 0,/0z5 fr=O%/Ox9 fo = a he 
Losung fir © hat allerdings keine und K in Abhangigkeit von x* nach (32) bis (39). 
physikalische Bedeutung. Sie dient 
sdiglich dazu, den 'Grenzwert fiir verschwindende Umdrebungsgeschwindigkeit ZU geben. 
d) Die Anfangswerte im Staupunkt. Im Staupunkt, wo U =0 ist, besitzen die bei- 
len Differ entialgleichungen (25) und (30) eine singulare Stelle, da in beiden Gleichungen auf 
Her rechten Seite der Nenner verschwindet. Um im Staupunkt endlich groBe Anfangs- 


‘i 


4 


= 


1 Vgl. H. Schlichting, Grenzschicht-Theorie. Kap. XII. 
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steigungen dO/dx und dZ/dx zu erhalten, miissen auch die Zahler in diesen beiden Gleichungen 
fiir den Staupunkt verschwinden. Diese Forderung liefert die Anfangswerte der Parameter 
K, und A, im Staupunkt. Fiir die Potentialstrémung gilt im Staupunkt 


dR 
a>0: U(x) =U Rak, oe (41) 
Die Anfangswerte der meridionalen Gleichung erhalt man aus F=0 nach (31) zuj 
hy w\?] 
1 Fe 40) 0. 
; K 
Mit K, f3)=% (1 + (=) mach (30)! Mal fleeis (2 ae nach (36) und h, nach (37) er- 


gibt sich nach kurzer Rechnung 


Fao 2H) — Ho foo Xo 


Ky 


Oe 437 an 29 DOES, sae Be 

ay ia 210 2520 8° ~ 3024 S°— i96 40 

Bei gegebener Drehgeschwindigkeit w/a ist dies die erste Gleichung zwischen den Anfangs-| 

werten K, und A. Fiir den Fall ohne Drebung, w =0, fallt das Grenzschichtdickenverhalt- 

nis A, aus dieser Gleichung heraus, und es verbleibt eine Gleichung fiir den Anfangswert Ky 
allein, welche lautet 


(42) ) 


5 29 «eit ni loall. 9), tah 
2 +795 Ko +3539 Ko +3094 So = 9- (43) 


Die physikalisch brauchbare Lésung dieser Gleichung ist 
(Ko)o-0 = Koo = 4,716 , (44) 
wie sie nach S. Tomotika bekannt ist. 
Fiir die Anfangswerte der azimutalen Gleichung erhalt man aus G=0 nach (26) 
28 (Ko, 4) — o( Ko, 4) = 0. 
a 075 


v 


ok 
Wegen o(Ky, 4) = 4a 0, = 4a gi, A? we nach (24) und Ky= 
wegen (27) erhalt man nach kurzer Zwischenrechnung 
Loge 1 
1s ie} 2 [g1(Ao) + Ko 82(4)] 43 * 


a 


f {2} nach (18) und | 


(45) 


Bei gegebener Drehgeschwindigkeit w/a ist dies die zweite Gleichung zwischen den Anfangs: | 
werten Ky und A). 

Fiir den Fall ohne Drehung, w =0, erhalt man aus (45) mit K,=K,)=4,716 nach (44))) 
fiir den Anfangswert von (A)),.~9 =A) die Gleichung , 


1 — 9,432 Ao [81(Aoo) + 4,716 g2(Apo)] = 0. (46) 
Hieraus ergibt sich mit g,(4) und g,(4) nach (27) und (28). 
Age Oslo (492) 


Das Verhaltnis der Grenzschichtdicken 4 =0,/6, fiir die azimutale und meridionale Geschwin- 
digkeitsverteilung liegt also nahe bei 1, was physikalisch plausibel ist. 

Die beiden Gleichungen (42) und (45) stellen jetzt bei vorgegebener Drehwinkelgeschwin- } 
digkeit w/a zwei Gleichungen fiir die Anfangswerte K, und A, dar. Die Auflésung wurde so 


vorgenommen, da aus beiden Gleichungen die Funktion K,{1 sal in Abhangigkeit von 


| 


A, bei verschiedenen festen Werten K, ermittelt wurde. Hieraus ergeben sich dann die in} 
Tab.2 angegebenen Anfangswerte. Sie sind in Abb.5 in Abhangigkeit von w/a dargestellt. 
Dabei wurde gefunden, da8 fiir Werte von w/a > 0,815 keine brauchbaren Anfangswerte Ko 
und Ay mehr existieren, d.h. daB unser Verfahren fiir diese gréBeren Werte von w/a also 


versagt. Dabei fallt die Grenze, jenseits welcher unser Rechenverfahren versagt, mit dem 
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Wert K=12 des Hotmiparametets zusammen’. Die aus den Anfangswerten K, und A, er- 


mittelten Anfangswerte x), x} und go) sind in Abhingigkeit von w/a in Abb.5 ad Tabelle 2 
dargestellt. 


Tabelle 2, Anfangswerte im Staupunkt. 4 
\ 14 
= K, Ay 100 + x 100 + 2% 2 Soo \ 

| 0 4,716 0.915 Still Bail 0,0629 
0,221 5 0,908 os 5,99 0,0632 
0,454 6 0,882 Ser 6,89 0.0640 
0,679 8 0,838 5,69 8,32 0,0651 
0,785 10 0,781 5,69 OLS 0,0661 
0,815 12 0,726 5,69 9,49 0,0664 


%, 
Z,=". (48) = 


Der Anfangswert fiir O ergibt sich mit 0, = 2g ) nach oe 


tals 


I’ a! 
) ; ET RE RR RIT) 
og 
—, oe (49) Abb. 5, Die Anfangswerte im Staupunkt 
2 a Ag, Ko, % und x¥ 


Der hier verwendete Ansatz fiir die Geschwindigkeitsverteilung (Parabel vierten Grades 
ir u und v) ist verschieden von demjenigen unserer friiheren Rechnung? fiir die angeblasene 
rotierende Scheibe. Es muf jedoch erwartet werden, daB die Grenzschichtparameter der 
4 ungeblasenen rotierenden Scheibe mit denjenigen im Staupunkt des rotierenden Drehkérpers 


1 Vir geben diesen Vergleich an oS die Impulsverlustdicke in «-Richtung (8) im eran one, 


| cowie fiir die meridionale Komponente der Wandschubspannung im Staupunkt. Die dimen- 
jionslose Impulsverlustdicke im Staupunkt ist nach (29) mit Uz) =a 


éa0/* =x. (50) 


‘Die meridionale Komponente der Wandschubspannung im Staupunkt (tx9),—9 =T9 ist 


ach (5), (16) und (32) Zi 
ee eee 2 a 5 Xd. oo 


Die hiernach errechneten Werte sind mit denjenigen der rotierenden Scheibe in Abb. 6 
Die Ubereinstimmung ist bis an die Grenze der Giltigkeit unserer Rechnung 


Wir schlieBen daraus, daB unsere vorliegende Rechnung im gesamten Bereich 0<w/a<0, 815 
jefriedigende Ergebnisse liefert. 


| 4, Das Drehmoment und der Reibungswiderstand. a) Das Drehmoment. Das gesamte 
)rehmoment des Rotationskérpers 1aBt sich aus den Ergebnissen der Grenzschichtrechnung 
lsicht in folgender Weise ermitteln: Der Beitrag eines Elementes des Rotationskérpers vom 
Malbmesser R(x) und der Bogenlange dx ist (Abb. 7) 


dM = — 2x R? tyo dx , 


| 
M = — 27/7, R dx, (52) 
0 


1 Fir K > 12 ergeben sich Geschwindigkeitsprofile mit u/U > 1, die an sich wegen der Wirkung 
er Zentrifugalkrafte im vorliegenden Fall durchaus méglich sind. 
2 Siehe FuBnote 5 von S. 227. 
3 Wahrend die Werte fiir die Wandschubspannung unmittelbar aus der Arbeit in Fu note 5 
227, Tab. 2, entnommen werden konnten, wurden die Werte fiir die Impulsverlustdicke unter An- 
endung der Gl. (8) mit den dort angegebenen Geschwindigkeitsverteilungen nachtriglich berechnet., 
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wo x4 die Bogenlinge vom Staupunkt bis zum Ablésungspunkt bedeutet. Unter Beriick- 
sichtigung des Impulssatzes fiir die Umfangsrichtung (11) wird 


M =2now[R°U0,,}'4 = 200 Ry Us 9ey A » (53) 


wo der Index A die Werte im Ablésungspunkt bedeutet. Aus der Grenzschichtrechnung ist 
der Wert der Drehimpulsdicke im Ablésungspunkt in der dimensionslosen Form 


tera Ua Ee _ (54) 
Inve, v 


bekannt, wo R,, den Halbmesser des Hauptspantquerschnittes bedeuten mége. 


Fiihrt man in gleicher Weise wie bei der 
rotierenden Scheibe einen dimensions] osen Dreh- 


momentenbeiwert ein durch 

(55) 

(56) 
——— nacht Schlichting u.£. Iruckenbroat }=—— e 
a 

0 Oa GF oe 48 40 
Abb. 6. Die Impulsverlustdicke #, und die Wandschub- 
spannung T, im Staupunkt. Vergleich mit den Werten 
der angeblasenen rotierenden Scheibe nach H. Schlichting Abb. 7. Skizze zur Berechnung des Drehmomentes und des 


und E. Truckenbrodt. Reibungswiderstandes. 


Dabei ist V,=—R,,-w die Umfangsgeschwindigkeit des Hauptspantquerschnittes. Da sich 
die dimensionslose Drehimpulsdicke B im Ablésungspunkt, wie die durchgerechneten Bei- 
spiele zeigen, nur wenig mit V,,/U,, andert, ist cy in erster Naherung proportional zu U,/V,, 
und umgekehrt proportional zu der Reynoldsschen Zahl ) U, R,,/v. 

Fur den Fall der angeblasenen rotierenden Scheibe vom Halbmesser R,, = R erhalt man 
wegen Ry,=R, U,=aR aus (56) in Verbindung mit (54) 


R2q@ =. ‘a y/a 57 
/ 2 Cy = 428, \/* We ( } 


und mit dem Zahlenwert he Bey —(//*) en 0,251 nach (49) 


ie iS a5) 
v @ 


in sehr guter Ubereinstimmung mit der friitheren Untersuchung!, wo der Zahlenwert 3,17 
lautet. 


b) Der Reibungswiderstand. Der Reibungswiderstand des drehenden Rotations- 
kérpers 1a8t sich durch Integration der Wandschubspannungskomponenten 1T,, bestimmen. 
Kin Oberflachenringelement des Rotationskérpers vom Halbmesser R(x) und der Bogen- 
lange dx (Abb.7) liefert den Widerstand 


dW =2 0 Rtxq dx. (58) 


Dabei ist x die lings der Kérperachse gemessene Koordinate. Die Integration vom Stau- 
punkt «=0 bis zum Ablésungspunkt %4, wo Ty) =0 ist, liefert 


wal 
0 
Wir wollen den Widerstand auf die Hauptspantflache aR’, beziehen und definieren den 


1 Vel. FuBnote 5 von Seite 227, Gleichung (49a). 
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Widerstandsbeiwert 


aod... 
ohare pemers (60) 
oO x Re, 


Da wir die Wandschubspannung in der dimensionslosen Form 


Tt Wigs Rey 
Q eV ee el) 


erhalten, kénnen wir fiir den Widerstandsbeiwert schreiben: 


#4[Rm 


Che Ry, > R x 
0 


5. Beispiele. a) Kugel. Als erstes Beispiel wurde die Reibungsschicht an der rotierenden 
Kugel gerechnet. Wenn R,, den Kugelhalbmesser, x die Bogenlange und x/Rn=g den 
vom Staupunkt aus gemessenen Zentriwinkel bedeutet, so ist die Radiusverteilung 


R(x) = R,, sin (63) 
und die potentialtheoretische Geschwindigkeitsverteilung 


U(x) =+ U, sing. (64) 


Jer Geschwindigkeitsgradient im Staupunkt ist 


(65) 


Ya nach den Ausfithrungen von Ziff. 3 die Rechnung nur fiir w/a <0,815 ausgefiihrt werden 


ann, miissen wir uns also auf V,,/U, oo 0,815 =1,22 beschranken. 


| Die Lésungen wurden erhalten durch numerische Integration der beiden simultanen 
Wifferentialgleichungen (25) und (30) fiir die beiden Fille V,,/U,,=0 und 1. Das Rechen- 
\chema ist in Tabelle3 angegeben. Die Ergebnisse fiir weitere Werte von V,,/U,, konnten 
jueraus in bequemer Weise durch Interpolation erhalten werden. Der Fall V,,/U,, =0 (nicht 


Mabelle 3. Rechenschema fiir die Lésung der beiden simultanen Differentialgleichungen (25) und (30). 


@ gegeben 
a ie canipre. § Z 
eae Th — = = wR Ms 
R(x) [ax aa U(x) | ae U Ci — 


| 
Anfangs-|=Z-U’ |G1.(39) | Bild 4 
wert Anfangs- 


Bild 4|Bild 4| Bild 4 


gegeben wert 
G1.(48) | Tab, 2 
gegeben 
<— zeilenweise zu berechnen — > 


Gl. (24) |G1. (40) |Bild 3 Gl. (31) |GI. (30) 


BoA 
a i 


zeilenweise zu berechnen. 


dZ dO 
AZ = Ax-—; Zig 2, FAS AO =Ax- 7; @,4,= 9,+ 40. 
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drehende Kugel) stimmt mit dem von Scholkemeyer' iiberein. Die Ergebnisse der Rechnung| 
sind in Tabelle 4 und Abb.8 bis 12 dargestellt. Abb.8 gibt den Verlauf des Formparameters K 
der meridionalen Komponente der Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht. Die 
Anfangswerte K, im Staupunkt sind in Tabelle 2 


K 
eee _——s mit Gleichung (65) sofort gegeben. Im Geschwin- 
A L els best hic AN tee kos digkeitsmaximum, g =90°, ist nach (18) K =0 
f= 120 fiir alle V,,/U,,, weil bei der Kugel an der Stelle, 
i Seagate as Uae wo dU/dx =0 ist, auch dR/dx =Oist. Der Wert 
8 ad (ee Oe a Se K =— 12 gibt die Lage des Ablésungspunktes A. 
075 N In Abb.8 ist ebenfalls der Verlauf des Grenz- 
schichtdickenverhaltnisses A= 0,/d, aufgetra- 
4 0 0,50 ca y gen; es liegt immer nahe bei 1 und andert sich 
; - auch nur wenig mit V,,/U,. Abb. 9 zeigt den 
5 Y YVerlauf der Drehimpulsdicke #,,. Die Kurven 
20° 40° 60° 60° 700° 720° Bb 
bs 4 
{eye 
g7 a 
-Y mel 
06 Aa 
-8 | = ~My 
| ee 
a + + i —— 
Ablosung | O5 
=—77 ec n L ion | 
OF =| 
{4 
03 4 
Vin _ 
rt 
{hy 
OG t | 4 
0 
— | 
a4 Mf | 
| a | 
0 20° 40° 60° 80° 700° 3 e ; 4 P 
09 0 20° 40° 60° 80° 700° 
Abb. 8. Der Formparameter K und d G hicht- Abb. 9. Di i ick ir di 
dickenverhaltnis 4 = 0/6, fiir die sue bldeneconeee ac 9 ie DEK CSS Gh y fiir die 
: ieee angeblasene rotierende Kugel. 
Kugel bei verschiedenen Drehparametern Vin | OF era), Ry/?- 
CO 


Tabele A, f Die ose dee ies fiir verschiedene V,,/U,. fallen nahezu zusammen. Dasselbe 
Ss - hd + e 
TT AAS EI LA LE Mae gilt auch fiir die Impulsverlustdicke #, und die Reibungs-} 


momentes in Abhdngigkeit von 4 : 
Vala, fire dick Guecblasene schichtdicken 6, und 6,. Abb.10 bringt den Verlauf der| 


rotierende Kugel. meridionalen und azimutalen Komponente der Wandschub-| 
Dre | ay, spannung. Die meridionale Komponente t, 9 wachst mit dem 
pare ee Drehmoment Drehbeiwert V,,/U, nur wenig an, wahrend die azimutale 
v, , ee Se inant sap Komponente ty, in erster Naherung dem Drehbeiwert V,,/U. 
ee pg COR mate c . . . oe . ait 
cm Nags » °m  proportionalist. Die Lage des Ablésungspunktes in Abhangig- 
eee keit vom Drehbeiwert V,,/U, ist in Tab.4 angegeben. Fiir die 
0 108,2 9,15 nicht drehende Kugel ist p4=108,2° und fiir V,,/U., = 1,22 
Hee ee a riickt ‘er Ablésungspunkt auf ~a =103,5° nach vorn. Diese 
0°75 | 10672 9°03 Verschiebung des Ablésungspunktes infolge der Drehung ist 
100 | 104.9 8.95 auf die Wirkung der Zentrifugalkrafte zuriickzufiihren und an- 
1,22 | 103,5 8,85 schaulich sofort plausibel: Fiir die Geschwindigkeitsprofile 


; ae hinter der Aquatorebene (py >90°) wirken die Zentrifugal- 
krafte wie ein zusatzlicher Druckanstieg in Strémungsrichtung, und sie bewirken deshalb eine 
Verschiebung des Ablésungspunktes nach vorn. In Abb. 11 ist der nach G1.(56) gebildete 
dimensionslose Drehmomentenbeiwert in Abhangigkeit vom Drehbeiwert V,,/U_, dargestellt 


1 FuBnote 1 von Seite 231. 
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(vgl. Tabelle 4). Man sieht, daB die Proportionalitit mit V»/U,, mit sehr guter Naherung 
erfiillt ist. SchlieBlich zeigt noch Abb. 12 einige bildlich dargestellte Geschwindigkeitsprofile. 

Fiir den Vergleich der theoretischen Rechnung mit Versuchsergebnissen ist die Kugel 
iemlich ungeeignet wegen des groBen Totwassers, welches bewirkt, daB® schon im Fall der 
aicht drehenden Kugel die Lage des Ablésungspunktes nach der Theorie und Messung nicht 
ibereinstimmt, wenn man der Grenzschichtrechnung die potentialtheoretische Druckvertei- 
ung zugrunde legt, wie wir es hier getan haben. Ein stichhaltiger Vergleich iiber den KinfluB 
ler Rotation auf das Verhalten der Reibungsschicht kann nur an einem schlanken Kérper 
‘usgefithrt werden, bei welchem sich kein nennenswertes Totwasser ausbildet. Trotzdem 
Fao Vike mégen die MeBergebnisse von S. Luthander und 
ae A. Rydberg! hier angefiihrt werden. In Abb. 13 ist 
nach diesen Messungen der Widerstandsbeiwert der 
Kugel in Abhangigkeit von der Reynoldsschen Zahl 
Re fiir verschiedene Werte von V,,/U_, angegeben. 
Fiir die nicht drehende Kugel, V,,/U, =0, und bis 
zu Werten von V,,/U, von etwa 3 hat die Kurve c,, 
iiber Re den charakteristischen Verlauf mit dem be- 
kannten plétzlichen Abfall bei der sog.kritischen Rey- 
noldsschen Zahl. Es ist bekannt, daB fiir Re-Zahlen 
unterhalb der kritischen Re-Zah] die Reibungsschicht 
laminar ablést, dagegen oberhalb der kritischen Re- 
Zahl turbulent ablést. Im Fall ohne Drehung liegt 


ly, 
te Ve cy 
= 
70 
é 
975) | | 
| ] + =| 6 
| 
O5 | 
<aNAE y 
| : | 
V/ | | gas 4 
\ | | 2 
| [fe See of A , 
| | > ; im 
i 0 AC | # [ Ze 
20° 49° 60° 80° 700° 0 02 OF 06 08 10 42 
fbb. 10. Die Wandschubspannungskomponenten in Abb. 11. Der Drehmomentenbeiwert cy, fiir die 
) eridionaler und azimutaler Richtung Tr 9 bzw. Ty 9 angeblasene rotierende Kugel. 
ur die angeblasene rotierende Kugel. Re = U | Ryn /?- Re = U,, Rm/?- 


er laminare Ablésungspunkt bei etwa py =81° dagegen der turbulente bei etwa y = 110° bis 
20°. Die Messungen mit Drehung zeigen nun fiir V,,/U, =0 bis 1,4 eine Verschiebung der 
lritischen Re-Zahl nach gréBeren Werten von Re. Diese Verschiebung der kritischen Rey- 
soldsschen Zahl nach gréBeren Werten bei kleinen V,,/U,, diirfte dadurch zustande kommen, 
aB der laminare Abliésungspunkt von g’=81° bei V,,/U,, =0 nach gréBeren ~-Werten ver- 
hoben wird, wobei die Ablésung aber noch laminar » ‘ibt. Erst bei gréBeren Werten von 
\7,/U,, bewirkt die Drehung ein vorzeitiges Turbulentwerden der Reibungsschicht, und sie 
lirkt dann wie ein Stolperdraht, wodurch eine Verschiebung der kritischen Re-Zahl nach 
ileineren Re-Zahlen zustande kommt. ; 

| Wahrend bei unseren theoretischen Rechnungen durch den Einflu8 der Drehung eine 
verschiebung des Ablésungspunktes nach vorn vorhanden ist, deuten diese Messungen fiir 
Hleine Werte von V,,/U,, auf eine Verschiebung des Ablésungspunktes nach hinten. Dies mu 
uf Grund der Wirkung der Zentrifugalkrafte aber auch erwartet werden, wenn man bedenkt, 


1 FuBnote 2 von S. 227. 


| 
| 
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da®B im Fall ohne Drehung nach der Theorie der laminare Ablésungspunkt hinter dem Aquator, 
dagegen nach der Messung vor dem Aquator liegt. In beiden Fallen wird der Ablésungspunkt | 
durch die Wirkung der Zentrifugalkrafte nach dem Aquator hin verschoben, was zum min- | 
desten fiir kleine V,,/U, auch erwartet | 
, werden mu, solange durch die Rotation 
(it noch kein vorzeitiger Umschlag ]aminar/tur- 
bulent herbeigefiihrt wird. | 


b) Halbkérper. Als zweites Beispiel | 
sei jetzt der sogenannte Halbkérper (Dreh- 
kérper I) behandelt, der durch Uberlagerung 
einer raumlichen Quellstrémung mit einer | 
Translationsstrémung entsteht. Bezeichnen | 
wir mit R,, den gréBten Halbmesser im Un- | 
endlichen, dann gilt die folgende Parameter- | 
darstellung fiir die geometrischen Daten des 


Kérpers? | 
Weg | 


Abb. 12. Bildliche Darstellung der Geschwindigkeitsverteilungen iL jp Pp 3 E ae 3 ) A (67)? | 
in der Grenzschicht der angeblasenen rotierenden Kugel, I 9 9 “Al 9 ? 4 
Vin[U, = 1, A = Ablésungslinie. / 
bCry 
OF 
O38 
O2 
O71 
UD 
hey = 
0 10 20 30 40 50°10" 


Abb. 13. Widerstandsbeiwerte der angeblasenen rotierenden Kugel in Abhingigkeit von der Reynoldsschen Zahl, 
nach Messungen von S. Luthander und A. Rydberg. 


1 Diese Beziehungen, sowie die numerischen Rechnungen von Ziff.5a, verdanke ich Herrn Dr. 
E. Truckenbrodt. Die Beispielrechnungen von Ziff, 5b und c sind der Diplom-Arbeit von!K.-H. Gronau 
(1952) entnommen. , Een 

2 Es bedeutet 
p/2 


ia ( y|2 
Y 3 dd oe ' ‘ 
r(2 Ve )- | ie oc ooarees und 2(./2) = /1 > sinto ao. 
/ — sin? 
0 4, 
0 


1 — O 
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Dabei ist @ der vom vorderen Staupunkt aus gemessene Winkel. Es sind F und E die unvoll- 
stindigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung fiir den Modul « = 60°. 
Die Geschwindigkeitsverteilung ergibt sich zu 
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‘In Abb. 14 sind die Kérperform und die Ge- 
ischwindigkeitsverteilung dargestellt. Diese Ab- 
|bildung zeigt fiir verschiedene Werte des Dreh- 
}parameters V,,/U, den Verlauf des Formpara- 
| meters K iitber der Lauflange des Kérpers. Man 
sieht, da bereits bei V,,/U,, ~ 1,3 sich nur positive 
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Abb. 15. Der Drehmomentenbeiwert ¢ yg fiir den Abb. 16. Der Drehmomentenbeiwert eyg und der Wider- 

angeblasenen rotierenden Halbkorper in Abhangigkeit standsbeiwert c¢,, fiir den angeblasenen rotierenden Halb- 

von der Kérperlange. kérper (Drehkérper I) in Abhangigkeit vom Drehpara- 


Re = re Rn]: meter Vin| U.: Es ist Re = Ws Rn? 
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Werte von K ergeben. Das bedeutet, da durch die Drehung die laminare Reibungsschicht 
stabiler geworden ist, weilim vorliegenden Fall die Zentrifugal krafte in der Strémungsrichtung 
beschleunigen und damit wie ein zusatzlicher Druckabfall wirken.- Wir wollen darauf ver- 
zichten, hier simtliche Ergebnisse zu diskutieren. In Abb.15 haben wir den Drehmomenten- 
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Abb..18. Der Drehmomentenbeiwert ¢yg und der Wider- Abb. 19. Die Lage des Ablésungspunktes A fiir die beiden 
standsbeiwert c,, fiir die beiden Stromlinienkérper nach Stromlinienkérper nach Abb. 17 in Abhangigkeit vom 


Abb, 17 in Abhingigkeit vom Drehparaineter Vi»/U,,, Drehparameter Vin/U ..- Lage des Ablésungspunktes © 
Es ist Re = U Rm/- oo) fiir Vin|U = 0; @ fir Vin| UL= ie 
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e or dem Drehmoment wurde auch der Reibungswiderstand bestimmt. Abb.16 gibt 
i eee des Drehmomentenbeiwertes und des Widerstandsbeiwertes in Ab- 
 eeeelaalien Drehparameter Vn| U,, bei verschiedenen Kérperlangen L/Rn. Hervorzu- 
eben ist der etwa quadratisch mit dem Drehparameter anwachsende Widerstandsbeiwert , 
was mit den bisher bekannt gewordenen Versuchsergebnissen qualitativ iibereinstimmt. 


c) Stromlinienkérper. Als weitere Beispiele wurden noch zwei profilierte Stromlinien- 


kérper vom Dickenverhaltnis D/L = 0,2 gerechnet (Drehkérper JT und III). Die Kérperformen 
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Abb. 20. Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht am Drehkérper IJ fiir die Drehparameter 
iL Es 
Vin UL= 0 und Vin| Ux =1,0. Re= LO R,,/v- Im unteren Bild ist die Grenzschichtdicke 6 30 \ Re-fach iiberhoht. 


jund die dazu gehérigen Geschwindigkeitsverteilungen wurden aus der Arbeit von A. D. Young 
pund E. Young! entnommen (Abb.17). Der Drehkérper IT hat als Meridianschnitt ein normales 
Profil, dagegen der Drehkérper III ein Laminarprofil mit relativ weit stromabwarts liegendem 
| Geschwindigkeitsmaximum. Von den Ergebnissen sind in Abb.18 der Drehmomentenbeiwert 
‘und der Beiwert des Reibungswiderstandes in Abhangigkeit vom Drehparameter V,,/U, an- 
-gegeben. In beiden Fallen zeigen die Kérper unter sich keine grofen Unterschiede. Im 
Ubrigen ist der Verlauf ahnlich wie beim Halbkérper. In Abb. 19 ist die Lage der Ablésungs- 
punkte in Abhangigkeit vom Drehparameter V,,/U, angegeben. In Ubereinstimmung mit den 
Werten der rotierenden Kugel (vgl. Tabelle 4) riickt der Ablésungspunkt mit gréBer werdender 
| 


1 4, D. Young, E. Young, A family of streamline bodies of revolution suitable for high-speed and 
low-drag requirements, ARC Report 2204 (1951). 
17 
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Drehgeschwindigkeit nach vorn. Diese Wanderung ist beim Drehkorper IJ stirker als bein 
Drehkérper III, was aus der Lage des Geschwindigkeitsmaximums verstandlich ist. Schlief. 
lich haben wir fiir den Drehkérper II noch eine bildliche Darstellung der Geschwindigkeits: 
verteilungen in der Reibungsschicht bei den Drehparametern V,,/U,,=0 und V,,/U, =1 ge- 
geben (Abb.20). Hieraus ersieht man, da8 die meridionale Geschwindigkeitskomponente sich 
vor dem Druckminimum durch den Einflu8 der Drehung nicht merklich andert, wahrend auf 
der Strecke vom Druckminimum bis zur Ablésungsstelle der EinfluB der Drehung betricht- 
lich ist. 


6. Zusammenfassung. Es wird ein Rechenverfahren angegeben, nach welchem die Stré- 
mung um einen rotierenden Drehkérper, der in Richtung der Rotationsachse angestrémt wird, 
auf grenzschichttheoretischer Grundlage ermittelt werden kann. Die Untersuchungen liefern 
einen Beitrag zur Aerodynamik des Geschosses mit Drall. Die Rechnung wird fiir die laminare 
Grenzschicht mit Hilfe des Impulssatzes ausgefiithrt, wobei dieser fiir die Meridian- und die 
Umfangsrichtung angesetzt wird. Die Durchfiihrung der Rechnung erfordert die Liésung 
zweier gewohnlicher simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie liefert aufe 
den Grenzschichtparametern den Reibungswiderstand und das Drehmoment in Abhangigkeit 
von dem dimensionslosen Drehbeiwert V,,/U, = = Umfangsgeschwindigkeit/Anstrémungs- 
geschwindigkeit. Auch wird die Verlagerung der Ablésungsstelle mit dem Drehbeiwert er- 
halten. Als Beispiel wird die Strémung um die rotierende Kugel, den Halbkérper und zwei 
Stromlinienkérper behandelt. 


Institut fiir Str6mungsmechanik der Technischen Hochschule Braunschweig. 


(Eingegangen am 7. November 1952.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. H. Schlichting, Braunschweig, Jahnskamp 18. 
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Die Seitenstabilitat eines geschleppten Flugzeuges ced 
P Von W. Séhne. 


1. Aufgabenstellung. Die Flugeigenschaften, insbesondere die statische und dynamische 
: Stabilitat von Motorflugzeugen und alleinfliegenden Segelflugzeugen wurden bisher mit groBer 
| Aufmerksamkeit untersucht. Hierdurch wurde fiir den Flugzeugfiihrer die mechanische Arbeit 
des Steuerns erheblich erleichtert und ihm eine gewisse Sicherheit gegeniiber Bedienungs- 
fehlern und die Méglichkeit, blind zu fliegen, gegeben. Ferner wurde erreicht, da® der Flug- 
_zeugkonstrukteur auf Grund der Theorie mit gewisser Sicherheit die Stabilitat eines zu ent- 
wickelnden Flugzeuges vorherbestimmen und durch bauliche MaBnahmen beeinflussen kann. 

Uber die Stabilitaét von mit einem Seil geschleppten Flugzeugen dagegen liegen bisher 
fast keine Untersuchungen vor!. Mit den in Deutschland bekannten Lastenseglern ist ein 
Schleppzug meist instabil. Ein geschlepptes Flugzeug halt seine Flugbahn hinter dem 
) schleppenden Flugzeug nicht automatisch ein, sondern sein Fiihrer muB das Schleppflugzeug 
) dauernd sorgfaltig beobachten und Bahnabweichungen durch Steuerausschlige ausgleichen. 
Ein Beweis fiir die mangelhafte Stabilitat eines Schleppzuges ist auch die Tatsache, daB ein 
langerer Blindschleppflug unméglich ist. Geht die Sicht auf das Schleppflugzeug verloren, 
ist der Fiihrer des geschleppten Flugzeuges meist nach wenigen Sekunden gezwungen, das Seil 
/auszuklinken. Sogar kurze zeitliche Unaufmerksamkeit kann zu stark gestérten Fluglagen 
|} fiihren. Im Flug mit Sicht und bei ruhiger Luft erfolgt der Stérungsausgleich zum Teil ge- 
) fihlsmaSig und wird dem Fiihrer des geschleppten Flugzeuges kaum bewubt. Bei Béigkeit 
~ jedoch ist groBe Aufmerksamkeit und bei Lastenseglern auch anstrengende Ruderarbeit 
_ erforderlich. 
Die Stérbewegungen treten in folgenden zwei Formen auf: 
1. Als Langsschwingung (periodische Abweichungen der Flugbahn nach oben und unten). 
| Sie ist bei ungeiibten Flugzeugfiihrern von Segelflugzeugen und Lastenseglern zu beobachten 
' und ist zum Teil eine Folge zu grober Héhenruderausschlage. Einem geiibten Flugzeugfiihrer 
_ bereitet die Beseitigung dieser Stérbewegung keine Schwierigkeiten, es sei denn im Blindflug 
oder Langsamflug bei groBer Schwerpunktsriicklage. 
2. Als eine sich anfachende seitliche Bahnschwingung, die gekoppelt ist mit einer Roll- 
,und Gierbewegung. Diese Seitenbahnschwingung tritt besonders ausgepragt bei Lasten- 
' seglern mit hoher Flachenbelastung auf. Sie erschwert die Arbeit des Flugzeugfihrers erheblich 
und kann bei besonderen Flugzustanden, z.B. im Langsamflug und Steigflug zum SeilriB 
_fithren oder zum Ausklinken zwingen. 
Das Ziel der folgenden Arbeit soll daher sein, die Seitenstabilitat des geschleppten Flug- 
_zeuges zu untersuchen und dabei insbesondere festzustellen, welche Parameter des Flugzu- 
| standes und welche konstruktiven Gréfen die Stabilitat heeinflussen. Die wichtigsten Para- 
| meter des Flugzustandes sind der Staudruck, die aerodynamischen Beiwerte des Flugzustandes 
und der Steigwinkel. Von den konstruktiven GréBen haben den gréBten EKinflu8 auf die 
| Stabilitat die Lange des Schleppseiles, die Lage des Fesselungspunktes gegeniiber dem Schwer- 
| punkt, das Verhaltnis der Flachenbelastungen des Schleppflugzeuges und des geschleppten 
| Flugzeuges, die Tragheitsmomente des geschleppten Flugzeuges, die V-Form der Tragflache 
| des geschleppten Flugzeuges als mafgebliche EinfluBgréfe fiir das Schieberollmoment, endlich 
| 


* Auszug aus der Dissertation des Verfassers (Braunschweig 1947). Hauptberichter: Prof. Dr. 

| H. Schlichting; Mitberichter: Prof. Dr. H. Blenk. 

Der Verfasser konnte als Flugzeugfiihrer von Lastenseglern im zweiten Weltkrieg eingehende Flug- 
erfahrungen sammeln, die ihm die Anregung zu den hier mitgeteilten theoretischen Untersuchungen 

| gaben. Diese wurden nach Kriegsende mit Genehmigung des britischen Ministry of Supply in Zu- 

’ sammenarbeit mit dem Institut fiir Strémungsmechanik der Technischen Hochschule Braunschweig 

' ausgefiihrt. 

1 In der einzigen dem Verfasser zuginglich gewesenen Arbeit von H. Solf (Die Seitenstabilitat eines 

- geschleppten Flugzeuges, FB-Bericht 1306, 1940) wurde die Seitenstabilitat eines Flugzeuges betrachtet, 

dessen Fesselungspunkt in einer vertikalen Geraden durch den Schwerpunkt angenommen und dessen 

Gierschwingung vernachlassigt wird. Die Ergebnisse erscheinen daher fiir die Praxis nicht im geniigenden 

| MaBe anwendbar. 
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die GréBe und Form des Seitenleitwerkes des geschleppten Flugzeuges, sein Schwerpunkts- | 
abstand sowie Rumpfform und Gré8e der seitlichen Rumpfprojektionsflachen vor und hinter | 
dem Schwerpunkt als magebliche EinfluBgréBen fiir das Schiebegiermoment und die Schiebe- 
seitenkraft. 

Ahnlich wie man bei einem alleinfliegenden Flugzeug die Forderung nach Langs- und 
Seitenstabilitat nicht soweit treiben kann, daB® das Flugzeug eine bestimmte Flughéhe und 
einen bestimmten Kurs automatisch einhalt, so kann man auch beim geschleppten Flugzeug 
kaum verlangen, daf es allein seine Bahn hinter dem Schleppflugzeug einhalt, zumal unter 
den wechselnden Bedingungen des Startes, Steigflugs und Reiseflugs. Anzustreben ist viel- 
mehr eine méglichst groBe Entlastung des Fiihrers des geschleppten Flugzeuges von der Arbeit | 
des Steuerns und fiir den Blindflug die Méglichkeit, sich nach der Richtung des Schleppseiles 
zu orientieren, wenn es nicht gelingt, ein Instrument zu entwickeln, das aus Seilrichtung 


und Seilzug die Lage des geschleppten Flugzeuges zum Schleppflugzeug erkennen 1aBt. 


2. Der Einflu8 des Schleppfluges auf Schleppflugzeug und Lastensegler auf Grund der 
Flugerfahrungen. Die Wirkung des Schleppverbandes auf das Schleppflugzeug und das 
geschleppte Flugzeug ist eine véllig verschiedene. Das Schleppflugzeug ist im Schleppflug | 
stabiler als im Alleinflug. Es kann langsamer fliegen, seine Ruderwirksamkeit halt langer an, | 
und Stérungen klingen schneller ab. Man vergleiche hiermit etwa einen Drachen. Der Drachen 
wird durch den Widerstand und die Masse seines langen Schwanzes stabilisiert. Ahnlich ist | 
die Wirkung eines gesteuerten geschleppten Flugzeuges auf das Schleppflugzeug. 

Im Gegensatz zum Schleppflugzeug wird das geschleppte Flugzeug im Schlepp instabil. | 
Dabei zeigen Rechnung und Flugerfahrungen iibereinstimmend, da diese Instabilitat mit | 
zunehmendem Auftriebsheiwert, zunehmender Flachenbelastung und zunehmendem Steig- | 
winkel gréBer wird. Das Verhaltnis der Flachenbelastungen, also das Verhaltnis der beider- 
seitigen Auftriebsbeiwerte spielt hierbei eine groBe Rolle. Aus Leistungsgriinden ware es 
erstrebenswert, wenn beide Flugzeuge mit Auftriebszahlen flégen, die ihrer besten Gleitzahl 
entsprachen. Um gleiches Verhalten bei Béigkeit! zu erreichen, ware es dagegen wiinschens- 
wert, wenn die Auftriebszahlen etwa gleich waren. Die Erfahrungen des praktischen Flug- | 
betriebes ergaben aber als giinstigstes Verhaltnis der Flachenbelastungen des Schleppflug- 
zeuges und des geschleppten Flugzeuges mit Riicksicht auf die Flugeigenschaften im Schlepp 
etwa den Wert 1,6. Bei diesem Verhaltnis der Flachenbelastungen mu der Fiihrer des 
Schleppflugzeuges, um selbst schwebefahig zu bleiben, immer so schnell fliegen, daB der Auf- 
triebsbeiwert des geschleppten Flugzeuges den Wert 0,8 nicht itiberschreitet, und der Fiihrer 
des geschleppten Flugzeuges kommt nicht in einen Flugzustand mit héheren c,-Werten, in 
dem die Ruderwirksamkeit nicht mehr ausreicht, die seitliche Bahnschwingung und die 
damit verbundene Roll- und Gierbewegung auszugleichen. Der Wunsch nach einer niedrigen 
Landegeschwindigkeit und einer Landeméglichkeit auBerhalb von Flugplatzen fiihrt ebenfalls 
zu einer niedrigeren Flachenbelastung des geschleppten Flugzeuges. 

Der Fihrer des Schleppflugzeuges hat nur geringen Einflu® auf die Korrektur der Flug- 
bahn des geschleppten Flugzeuges. Er mu8 nur einige feste Regeln beachten, z.B. die zu- 
lassige Geringstgeschwindigkeit, den zulassigen kleinsten Kurvenhalbmesser und den zu- 
lassigen Gleitwinkel bei geringer Geschwindigkeit einzuhalten. Bei héheren c,-Werten hat | 
das geschleppte Flugzeug einen besseren Gleitwinkel als das Schleppflugzeug und kann 
gegebenenfalls iiber das Schleppflugzeug bei gedrosselten Motoren hinausschieBen. 


3. Aufstellung der Bewegungsgleichung. a) Bezeichnungen. In dieser Arbeit werden | 
neben den in DIN L100 festgelegten Koordinatensystemen, nimlich dem flugzeugfesten 
System (xp, yp, 2), dem flugwindfesten System (xq, Ya, 2) und dem erdfesten System (xz, 
Yg> %) in erster Linie das experimentelle System (x, y, z) benutzt. Dieses System kann als 
Verbindung zwischen flugzeugfestem und flugwindfestem System aufgefaBt werden (Abb. 1). | 

Ferner bedeutet G das Gewicht des Flugzeuges, F die Fliigelflache, b=2s die Spann- | 
weite, 1,, ly, t, die Tragheitshalbmesser, h den Héhenabstand Fesselungspunkt-Schwerpunkt 
(Abb.5), a den Langsabstand Fesselungspunkt-Schwerpunkt, 1 die Schleppseillange und 
k, =I/s die relative Seillange. 


1 Ist die Flachenbelastung eines Schleppflugzeuges dreimal so hoch wie die eines leeren geschleppten 
Flugzeuges und die beiden ca-Werte im Reiseflug 0,75 und 0,25, so ruft eine Vertikalbée von 6,6 m/s 
bei 190 km/Std. eine Anderung des Auftriebsbeiwertes Mca von 0,54 bzw. 0,6 hervor, so daf sich fiir 
ae Pe PEER Us ein Lastvielfaches in der Bée von 1,72, fiir das geschleppte Flugzeug dagegen von 

»o ergibt. 


XXI. Band 1953. Séhne: Die Seitenstabilitat eines geschleppten Flugzeuges. 247 


Als aerodynamische GréBen bedeuten V die ungestérte Fluggeschwindigkeit, v, die Kom- 
ponente der gestérten Geschwindigkeit in y-Richtung, w,, Wy, 0, die Winkelgeschwindig- 
keitsstérungen im experimentellen System, « den Anstellwinkel, B den Schiebewinkel, y den 
Flugwindlangsneigungswinkel (y >0 Steigflug). 


Allgemein gilt: Bewegungen sind mit den 
Achsen positiv. Momente und Krifte sind bis 
auf c, und c, mit den Achsen positiv. Letztere 
sind gegen die Achsen positiv. 


Abb. 1. Koordinatensysteme des geschleppten Flugzeuges. Abb. 2. Krafte, Momente und Bewegungen der Seitenstabilitat. 


Sodann stellen wir in der folgenden Tabelle die von H. Scholz und F.Wenk! bekannten 


Formbeiwerte und Momentenzahlen zusammen. 


Aerodynamische Formbeiwerte 


der Seitenstabilitat Momentenzahlen 


Auftrieb cn 
Schiebeseitenkraft es Oeq 
CqB op 
: Ocq 
Wendeseitenkraft Cqz= LEA 
: Oeq 
Rollseitenkraft Cqx>= OsaxalV 
cn s \2 
Schiebegiermoment ag= — oR np=(—) Cup 
Ocn $\2 ‘ 
Wendedampfung Cr erat Ms = (=) Cn, 
: Ocn = oS ne 
Rollgiermoment tnx= sree ila Gi EIR ne 
dc Sa\e 
Schieberollmoment clp= Sat i 3.) C1 ep 
Sap hoy OE ok jean a : i 
Wenderollmoment cls = Feavaii a mar 
% dcr [aie : c 
Rolldampfung ts= coe ayia x ie Le 


Aerodynamische Formbeiwerte 
der Seilkraft und Seilmomente 


Seilkraft Cs = Cwt Catga 
hcos& + asin an 7s Sie 
Seilrollmoment Cls= Cs F ia eens 
—hsin& + acos a A Salih 
Seilgiermoment Cns= Cs ; iL red ny 


1 H. Scholz und F. Wenk, Jahrb. 1941 der deutschen Luftfahrtforschung, 5. I 159. 
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b) Allgemeiner Verlauf einer Seitenbewegung. Ein Schleppzug fliege stationar | 
geradeaus. Infolge einer Stérung gerate das geschleppte Flugzeug in eine Lage gegeniiber 
dem Schleppflugzeug, die durch folgende Winkel gekennzeichnet werde (Abb.1 und 4): 
o Winkel zwischen der ungestérten Flugrichtung des Schleppflugzeuges und dem Schleppseil, 
y Winkel zwischen der Projektion der x,-Achse des geschleppten Flugzeuges auf die x,-, Y= 
Ebene gegen die x,-Achse, B Schiebewinkel des geschleppten Flugzeuges gegen seine Flugbahn, 
uw Flugwind- Querneigungswinkel. Der Winkel zwischen der Flugrichtung des Schleppflug- | 
zeuges und der x-Achse des geschleppten Flugzeuges ist y= tg y +f. Dabei entsteht eine | 
angefachte seitliche Bahnschwingung mit folgenden Relativbewegungen gegeniiber dem 
Schleppflugzeug: Seitenbewegung vy des Schwerpunktes des geschleppten Flugzeuges in der | 
y-Richtung, Rollbewegung w, um die experimentelle Langsachse, Gierbewegung w, um die 
experimentelle Hochachse. Diese Relativbewegungen rufen die folgenden Luftkrafte und 
-Momente hervor, die bereits aus der Seitenstabilitatstheorie des alleinfliegenden Flugzeugs 
bekannt sind: 


Schiebeseitenkraft Y,, Wendeseitenkraft. Y,,,, Rollseitenkraft Y,,« , 
Schiebegiermoment N,, Wendedampfung N.,., Rollgiermoment N,,, , 
Schieberollmoment Lz , Wenderollmoment L,,, , Rolldimpfung  L 


Ox * 


Dazu kommen die von der Seilkraft herriihrenden Krafte und Momente: 


Seilseitenkraft Y,, Seilgiermoment N, , Seilrollmoment JL, 


Die Seitenbewegung des alleinfliegenden Flugzeugs wird bekanntlich durch die vier Wur- | 
zeln der Frequenzgleichung charakterisiert, namlich durch die reelle Rolldampfungswurzel 4,, | 
die die schnell abklingende aperiodische Rollbewegung bestimmt, ein konjugiert komplexes | 
Wurzelpaar /A,3 = Us, -- 1Wy3, das die im allgemeinen gedimpfte Gierschwingung bestimmt 
(u,,; Dampfungsgrée, w., FrequenzgréBe) und die reelle Spiralwurzel /,, die die im allgemeinen | 
sehr langsame aperiodische Spiralbewegung bestimmt, die negativ, d.h. stabil und positiv, 
d.h. instabil sein kann. 

Die Seitenbewegung des geschleppten Flugzeuges wird dagegen durch sechs Wurzeln | 
charakterisiert!. Ebenso wie beim alleinfliegenden Flugzeug durch die Rolldaémpfungs- 
wurzel 2, und das Gierschwingungswurzelpaar A,, = Us, -+ iw,3. Hierzu kommen ein weiteres 
konjugiert komplexes Wurzelpaar /,4; = uy; -+ 1w4;, welches die seitliche Schwerpunktsbahn- 
schwingung kennzeichnet und fast immer stark angefacht ist (Abb.3) und eine reelle Wurzel 
Ag, die die statische Seitenstabilitat im Schleppflug bestimmt. 

Die seitliche Bahnschwingung sowie die statische Stabilitat im Schlepp wird im folgenden 
in erster Linie betrachtet. 

c) Voraussetzungen fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen. Zur 
Vereinfachung der Rechnung werden folgende Voraussetzungen getroffen: 

1. Da nur untersucht werden soll, ob die Stérbewegungen stabil, indifferent oder instabil 
sind, geniigt es, die Stérungen als klein anzunehmen und also cosy ~ 1, sin ~p, cosB ~1, 
sinp ~ B zu setzen. 

2. Wie bei anderen Stabilitatsbetrachtungen darf man auch beim geschleppten Flugzeug 
auf Grund der Flugerfahrungen bei kleinen Stérbewegungen die Langs- und Seitenstabilitat — 
getrennt untersuchen. | 

3. Es wird das Verhalten des Flugzeuges mit festen Rudern untersucht. 

4. Es wird angenommen, daB das Schleppflugzeug ungestért von der Seitenbewegung des — 
geschleppten Flugzeuges seine Flugbahn einhalt. Fiir den Fiihrer des Schleppflugzeuges sind 
schon geringe vom Seilzug hervorgerufene Drehungen um die Hochachse deutlich spiirbar, 
denen er fast automatisch von Hand entgegensteuert, oder die durch die Kurssteuerung 
korrigiert werden. Da ferner Masse und Tragheitsmomente des Schleppflugzeuges erheblich 
gréBer sind als die des geschleppten Flugzeuges, trifft diese Voraussetzung auch mit guter 
Naherung zu. 

5. SchlieBlich wird noch angenommen, daB die Momentenbeiwerte linear mit den Dreh- 
geschwindigkeiten w, und w, und der Seitenbewegung Vy ansteigen, eine Annahme, die in 
der Seitenstabilitatstheorie allgemein iiblich ist und sich als zulassig erwiesen hat. 

d) Aufstellung der Differentialgleichungen der Seitenbewegung. Die all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen fiir das geschleppte Flugzeug sagen aus, da® die vektorielle 


Dieses Ergebnis der fol enden U wi Ss esseren Ve t nd o 
1 g ntersuchungen rd de b , Ts a ni 7 
; 5 sses wegen vorweg 
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“Summe von Luft- und Seilkraften gleich den Tragheitskraften und die Summe von Luft- 
und Seilmomenten gleich den Drehbeschleunigungsmomenten ist. Fiir die Untersuchung 
der Seitenbewegung geniigt es, die Momentengleichgewichte um die x- und z-Achse und das 
Kraftegleichgewicht in der y-Achse zu betrachten. In der folgenden Aufstellung der Differen- 
‘tialgleichungen werden die Beschleunigungsglieder und die Glieder der Luftkrifte und -Mo- 
mente in der von H. Scholz und F.Wenk! angegebenen Form beniitzt. 

= i. Die Seitenkraftgleichung. Die Massenbeschleunigung ist (G/g)Vxzcosy. Die 
Luftseitenkraft ist gleich Aw+Y,+Y,.+Y,, Nach Einfithrung der aerodynamischen 


Formbeiwerte lautet dieser. Ausdruck 


SOxa 


Ry a tup= aF | tt + Begg 4 vy °* aa 


Moder wegen (,,.—=W,, Wrea= Wx — Wy g 


Redtap = aF |eau + 6 (08 S Wy 


Sf \Zy 
200\- 60) 
s km (AP 
180 \- 18- 
| 
| 16- 
if 
12 
10- 
4 
: 
O6)- 
40 O4- 
20 02 
0 tS 
Abb. 3. Angefachte Seitenbahnschwingung eines ge- Abb. 4. Seilkrafte und Winkel am geschleppten Flug- 
schleppten Flugzeuges bei Fluggeschwindigkeit zeug. KP Kupplungspunkt am Schleppflugzeug, 
206 km/h und Seillange 80 m. Schleppflugzeug He 111, SP Schwerpunkt des geschleppten Flugzeugs, 
Lastensegler Go 242. Schwingungsdauer ~ 32 sec. FP Fesselungspunkt am geschleppten Flugzeug. 


Dazu kommt nun noch eine Seilseitenkraft. Durch seine Seitenbewegung legt das geschleppte 
Flugzeug gréBere Wege zuriick als das Schleppflugzeug, das nach Voraussetzung stationdr 
geradeaus fliege. Hierdurch entstehen Geschwindigkeitsdifferenzen und Massenbeschleu- 
nigungen, die sich in veranderlichen Seilkraften 4uBern. Um den Verlauf und die Gréf8en- 
ordnung der Geschwindigkeitsdifferenzen und Beschleunigungen kennenzulernen, wurden sie 
fiir eine erflogene Schwingung untersucht. Das Ergebnis dieser Untersuchung gestattet es, 
die Geschwindigkeit des geschleppten Flugzeuges als konstant anzusehen. Dann ist unter Be- 
riicksichtigung eines Steig- oder Sinkwinkels y die Seilkraft 


W+Atgy _ qF (cw+ca tg y) 
= os Ul 
cos (o — x cos 7) cos (6 — x cos 7) 


cos L. 


1 Siehe FuBnote 1 von Seite 247. 
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Nach Einfiihrung des Beiwertes der Seilkraft c, = cy +e, tg y und wegen cos ¢ = | ist 


ate, ql cs (2 
~~ cos(o— x cos Y) 


und die Seilkraftkomponente nach der Seite 
Sy_= S sin (o—y cos y) = qFe, tg (oy cos y) . (3 


Damit lautet die Seitenkraftgleichung 


“Vi cos y= GF [eon +B (cao —“Peas] } AF eg | - yz e; tg (o—Y cos y)| - (4 


In dieser Gleichung treten die Variablen y, w, B, wx, @, und o auf. Der EinfluB® von wy, ist seh 
gering. Als Veranderliche der Differentialgleichung werden die GréBen wx, w, und die Geschwin- 
digkeit v,, in y,-Richtung gewahlt. Es sind also die Variablen y, wu, B und o zu eliminieren. 
Hierfiir bestehen folgende Beziehungen: 


7% cos y= W,— B. Vg= Vy gHVY cos y=V(w,— ), 
. ms sti 5 Err, liom OE, 
LC a p="a, 2 
fo—xsiny+ycosysin usin B =O, , 
[b= Wet 4X cos y (tg y— sin w sin B)~ w,+ 7 cosy tg y, 
2. Yyg 
= Ont a tg y- 
Ferner ist (Abb. 4) 
— y, = !sin o+ asin (y cos y+ 8), 


MHS a 


to} = are sin|— 3 — sin (eos y +8)]; 


tg (o — y cos y) = tg are sin e oes + sin (y cos y+ p)| — yx cos 7 : (5) 


Hierfiir kann man mit guter Naherung setzen: 


TEMG ey Cos yu = +xoo87(1+-7)+6-7] 


und also 


<- [tg (o— 708 y)]= (tp ta r) (6) 


Man eliminiert die GréBen x, uw, B und o, indem man zuvor die Seitenkraftgleichung (4) diffe-— 
rentiiert. So kommt 


G ae ae vyg Vy g S Wy S@ 
a eee (on + its y+ (w. ale rs es) |B 2 Ces 
sO, S Wz v v (7) 
EF ean bP te (E+ TE +o 1) 


Hierin ist das Glied mit @, vernachlassighar. 


In der Gleichung (7) werden die SeitenstabilitatsgréBen flugmechanische Zeiteinheit 
Tr= 2 G/g@VF und relative Flugzeugmassendichte ,= 2 G/gosF eingefiihrt und s/V und 1/V 


mit folgenden Beziehungen eliminiert: 


V Ls 9 Ss s 9 V 37 Lb, ® 
Dann wird die Gleichung (7) nach den Variablen w,, w, und vy g geordnet und lautet endgiiltig 
i} Tr Tr a . ny 
hE La den (Sap — Oy aT — es) — donee TE — Oe 


‘i 8) 
Vy « re ( 
ee Tr f a (e9 Ca tg y f Cs — Wy Cy x 7) ee Ms === (I), | 


XXI. Band 1953. Séhne: Die Seitenstabilitat eines geschleppten Flugzeuges. 251 


a 


2s Di e Momentengleichungen. Die Drehbewegungen um die Koordinaten- 
achsen sind beim alleinfliegenden Flugzeug durch die Eulerschen Gleichungen des starren Kor- 
pers bestimmt. Beim geschleppten Flugzeug tritt hierzu noch eine Koppelung der Dreh- 
bewegungen mit der Seitenbewegung des Flugzeugschwerpunktes durch die Seilseitenkraft 
und ihre Momente. Da die Eulerschen Gleichungen hier nicht auf das Haupttragheits-, son- 
dern auf das experimentelle System bezogen werden, treten sie nicht in der einfachen the seein 
teren, sondern in allgemeiner Form auf, mit den linken Seiten! 


U, = JxOx+ (Jz — Jr) Lae 0, | wo, (Jy Sa) aes + w,(Jy— Jz) f | 


tg 2a 
2 


= 9 
Us = Fo, (FS, — J.) De wy} Pay Je Jy) on et) oe | | (9) 


Hierin bedeuten J., Jy, J; die Tragheitsmomente um die experimentellen Achsen. Ausgedriickt 
durch die Haupttragheitsmomente erhalt man wegen y = yy 


Jx = Jx eos? x + Jz zsin? « , ee 


J,= Jx sin? a+ J,;cos? 0, 
if f (10) 


- = Juz = (Sx ¢ Jef) 


sin 2a 
5 5 


Die Luftkraftmomente L um die x-Achse und N um die z-Achse setzen sich aus Anteilen zu- 
sammen, die von der Schiebe-, Roll- und Wendebewegung herriihren. Sie lauten unter Ver- 
wendung der aerodynamischen Beiwerte dieser Bewegungen 


L=—aFs\Ba; pte > eu 
N= —gFs|feng ba eae “Tas 
oder wegen W,, = , und Ox a= Wx cos B — wy sin B ~ Wx — Wy B 
La —qF sp («1 Ch x 7) ete ya) | 
: 11 
| N= —4Fs|B (emp ens y"| a tnt a ens] = 


g der Seilkraft (2) wird die Seitenkomponente der Seilkraft, bezogen auf die experimentelle 
y-Achse, 


S,= S sin (o — x cos y — f) 


sin (o— yv cos py — 
| eee 0S! (Abb A): 
i cos ( — x cos 7) 
Fir das Seilroll- und Seilgiermoment (Abb. 5) ergibt 
sich somit r 

Lge =+ q Fe, h, Sd eS A ee : F S SP 
’ cos (o— x cos 7) Qp 

| : ; 
t sin (o — xy cos y — fs) Abb. 5. Koordinaten des Fesselungspunktes am ge- 
Nscii= aT ql, a, : rr Sane schleppten Flugzeug. h>0 Fesselungspunkt oberhalb 
t Bus (ee oe 7) des Schwerpunktes, a >0 Fesselungspunkt vor dem 
| LY Schwerpunkt (in der Abbildung oben ist h negatiy). 
An Stelle der auf das experimentelle System bezogenen h, = h cosa +asing,a, = a cosa — hsinag. 


GréBen h, und a, werden die auf das flugzeugfeste 
System bezogenen GiéBen h und a mit der Transformation 


h,=hcosatasina, a,— — hsina+ acoso 


sowie die aerodynamischen Formbeiwerte der Seilmomente c,, und c,, eingefiithrt. Dann lauten 


| 1 Hl. Scholz, Jahrbuch 1940 der deutschen Luftfahrtforschung, 5. I 433. 
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die Seilmomentengleichungen 


Lgu=+ 9F seis 


sin (o—x cos y —f) 
cos (o— x cos 7) 


(12) 

Head: gino 

Mit (9), (11) und (12) lauten nun die Eulerschen Gleichungen | 
poe Pa i | We pean see! (Jy— Ja) 

=~ 08s [p(n ape) tg an + pa a EEE TO), | 

(13) 


Tete + (Je In) BF tbe — Oy |t00 (Jn Ip) + 2 (Je ooh | 


ns 


=—4Fs Blom ena P+ ene tp See 


In diesen Gleichungen werden die SeitenstabilitétsgréBen Ty und y, in folgender umgeformter | 
Weise eingefiihrt: 


sin (6 —yz cos y—f) 
cos(o—yxcosy) | 


me ae (i) z Tb (in 

qFs goV?Fs aks aa Ms \s- 
2 2 (14), 

Jz tay Th lz 

gis ~ %us ie ; 


gous i 
Ferner werden die Gleichungen (13) mit p= Tp multipliziert und durch & bzw. fe 


Dann nehmen sie die Form an 


Iz 2 tg 2a 2 Jy—J:z 2 | 


dividiert. 


1 (af of 


“Pla boas (Ze 4 Triry| OT rei (el +o, Tre.( 7 =| aul taberrs i aoe ah 


cos (6 —x cos y) 
Jx— 5 Le etg2a 
meee hes 


ta ao ens(7 Petry] + OTe ene(j -) + eeEe ena( Ne [Us le eee =i 


cos (o — xy cos y) 


Ux 


Jy 


aay ry 
ie 


Diese Gleichungen werden vereinfacht, indem man die Momentenzahlen und die EinfluBzahlen 
von Form und Lage der Tragheitsellipse 


jax ie 2 et 2 Une 2 tg 2a ome 1 
(SE PQS wc og 
einfiihrt; dann werden sie differentiiert, um die Ausdriicke B, y und o eliminieren zu kénnen. 
Wegen des Wertes o (5) wird der Ausdruck rechts in (15) 


tg 2a 
2 2 


sin [er sin ae — sin (y cos y-+ B) +| —yxcosy —6| 


sin(o—ycosy—f) _ 
cos(o—yxeosy) 


cos jar sin ie a —sin(xycos yp + f) +| — x cos i 


J 


Hierfiir kann man mit groBer Naherung schreiben 

ki +(x cos y+) (1+4)] 

Mit w, = 7 cos y+B ergibt sich schlieBlich fiir den differentiierten Quotienten 
@ {sin (o—y cos Tai Be w(1+). 


dt | cos (o—x cos y) 
Nach Eliminierung der GréBen B, z% und o und Einfithrung des Ausdrucks V/l= py, Ty kg 


sin (¢—ycosy—fB) _ 
cos(o—yceosy) 
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werden die differentiierten Gleichungen (15) geordnet und lauten schlieBlich 


(,Tp + OaT x (Ix + Wy mT p) + 0, 4 T} + O,T p ( — tty, Ts) 


5 ~ a vygls us 
+w, \ Ms ie Wy p+, Ms ( fF 1 ) "a Mh Ms Ly Ory Ts| ala VT F ks 


x 


+ oy Tron Ts eel pis|\—o, 


: (17) 
w,Tp--0,T rp (n, — Wy Xn Tr) + ww, In, Ls + ny Wy Tr+ Ns Us (1 +. cal 


= : Ja—Jy vy g VE Ms He 
+ Wx x%nTp+ xT ¢ (n, pea va oh Tr] ar [Ms Ng— Nx Wy Tp]+ VEaks 


+ {ey Tr lo. Xn Tr Wx feds Tr B ns |= 0% 


Die geschweiften Klammern in (17) sind wegen des Faktors @y nahezu gleich Null und werden 
spater vernachlassigt. 

Zu den Massen- und Drehbeschleunigungsgliedern (~ Vy g, Wx, @;) und den Luftkraften und 
-Momenten (~ vy,, Wx, w,) der Differentialgleichungen des alleinfliegenden Flugzeugs treten 
beim geschleppten Flugzeug die Seilkrafte und -Momente (~ y,). 

3. Vereinfachung der Differentialgleichungen und dimen- 
sionslose Darstellung ihrer Verainderlichen. In den Differential- 
gleichungen der Seitenbewegung sind eine Anzahl kleinerer GréBen mit wy und wy enthalten, 
die im allgemeinen vernachlassigt werden kénnen. Ferner ist es zweckmafBig, die Verander- 
lichen wz, w, und vy, in folgender Weise dimensionslos darzustellen: 


el ——p. eg by eae ae (Uy g/V) Us ee a 
te), ol pe ts (7) VY) Usl ps 
) Ox Tr=p, ON p= Ts (tye Vi tle? 
‘Mit Vernachlassigung der KorrekturgréBen und dimensionsloser Darstellung der Veranderlichen 


lauten die drei Differentialgleichungen (8), (17), nachdem sie zuvor mit Ty und die Seitenkraft - 
gleichung auBerdem mit ju, erweitert worden sind, 


PHPht mt tihtra|ly +h (1 | rT) bl, polZ=0, 


kp+pn,+r+rn,+ rs |p n,(1 ! 7)| v net vn, =0, (18) 


— P qx — PCa fs — Fg, — rs (Gap — cs T)FE+ Heyy cote y+) +e -= 0. 


e) Die Frequenz-Gleichung. Mit dem Ansatz 


At/T At|T AT. 
p=C,e""F, pe Pe Be ene at 


erhalt man aus (18) die folgende charakteristische Gleichung in Determinantenform: 


LAL at Alet wel bh (1+7)| = AGeeL 
Persad we. Ah eA me Ha |mg | n,(1 | 7) —An, +n, 2 =F (19) 
Ab 54 — Ca fe Ati, (1-7) BAA (Cqp— Cate y+ 6s) + 6 


‘Die Ausrechnung der Determinante ergibt die folgende Frequenzgleichung sechsten Grades: 
AyA®-+ Ag+ Ag+ Agh + Ag2-+ Ay A+ 4g= 0. (20) 


Diese Frequenzgleichung ist um zwei Grade héher als diejenige des alleinfliegenden Flugzeugs. 
‘Die Koeffizienten lauten, nachdem sie mit ~,=1/(1— *xn,) multipliziert worden sind, um 
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A, = 1 setzen zu kénnen, 


Ay [L. x1 Ny nN, xn ts | Cap Ca tg Wee. 


A, =e, eae - Ne let (Cg — Cate Y4 es) (Ix Hy Ny +n, — Xn 1,) — Cy, (zg — Hn lg) 


l 
— yx (lg — my Mg) + Us (Ms — Hyde) > | yo(14 r) (ns rine) Oa 


yes fee (e208 tate yey) (le, — mel.) +p (le hp — Me lp) — gale Mp — Mx lp) Cy x (Ip, — gl.) 
— €q lls (Ig— 241g) — Ca tg Y fs (Mp— xn lg) + H,(1 7a Catg y +s) (Ms— Xnls) +1e Ms 


nl, c5(T, ob ]+ 2 [lr nls) Coe ba HL tes) Cqx|4 Go (Is 41 Mx fn, val). 
ohaee «(1 7: cot8 7] (m3 1l,—lL, Mx) +(€qp— Ca tg y+) (144) ( 


Pisa) eee (1 ! 7) mz — gh) + (Ie n,— mel.) +E (I,m, —m,],) 


a ns jibes 9) : 7 [c, (1g Yn I,) (Cop Cs) (Ms tn ts) Ca (1, 4) ni ? 


Ag= ta ft [Cena nee) (le tac na) bg, (Leng teedn) tere Ug anal \e= cee 


| ks 
+ 6, (I, 1p — 151) (1 all 


Ay = regi ge(L4-) (lamp Maly) 


Die nicht unterstrichenen Glieder ergeben die Koeffizienten der Frequenzgleichung des allein- 
fliegenden Flugzeuges. Hierzu treten die von den Seilkraften und -Momenten herrithrenden 
unterstrichenen Glieder fiir die Frequenzgleichung des geschleppten Flugzeuges. Die Einfluf- 
gréBen der Tragheitsellipse +, x, sind im allgemeinen so klein, daB man sie vernachlassigen 
kann (siehe Tafel [). 

f) Stabilitatsbedingungen der Frequenzgleichung. Fir Stabili- 
tatsbetrachtungen ist es haufig nicht erforderlich, die einzelnen Wurzeln zahlenmaBig auszu- 
rechnen, sondern es geniigt, die Grenzen zu bestimmen, innerhalb derer Stabilitaét vorhanden 
ist. Die Seitenstabilitat eines geschleppten Flugzeuges ist gegeben, wenn samtliche Wurzeln. 
der Frequenzgleichung einen negativen Realteil haben. Hierfiir gilt die Bedingung1, daB samt | 
liche Koeffizienten und die folgenden Determinanten (fiir die Gleichung sechsten Grades) posi-' 
tiv sein miissen: | 


i, eA Ar ude al ) 

D,=A,, Delia A ee Ds St Ane tay Ay | 

3 2 Ae Ads Ane | 

A, AO OO $ (22) 
rg pas Hes Ay ASA AO 
DiS ae in, ee D, = 44,4 A eee | : 

| o> o. “L ve 0 A, A, Ay A, 
= a - is Uebel Bee? 


Bei Instabilitat der Seitenbahnschwingung ist nur die Determinante D, negativ. Sie muB also 
positiv werden, um Stabilitat zu erzielen. Rechnet man die Decomuse D, aus, so ergibt 
sich 


Ay Ag isidy ay ee hag Ae 2 


Gana = (0 


‘Ay AAS = A ee 


1 H. Bilharz, Z. angew. Math. Mech. 21 (1941), S. 96. 
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Darin ist A, A, — A; gegeniiber — A, A, + A/A, klein (etwa 1,5%). Multipliziert man das 
Quadrat im Zahler aus, so ist ebenfalls A? A? gegeniiber den vorhergehenden Gliedern klein 
(1,5%). Bei Vernachlassigung der kleinen Glieder und nach Umrechnung ergibt sich als Be- 
dingung fiir Stabilitét der Seitenhahnschwingung 


A; A, — A, A, A; A, A? — 2 A, A, A, > 0. (23) 
Eine explizite Darstellung und allgemeine Diskussion dieser Gleichung unter Verwendung der 
Ausdriicke fiir die einzelnen Koeffizienten ist nicht méglich. Will man jedoch die Stabilitats- 
grenzen fiir zwei Variable bestimmen z. B. k, oder c, iiber I;, so erhalt man, da die einzelnen 
Koeffizienten lineare Glieder mit 1, enthalten, eine kubische Gleichung, aus der fiir jedes c, 
und k, das zugehérige 1, errechnet werden kann. 
Die Stabilitatsbedingung fiir die statische Stabilitat lautet 


Ag = Hy (Us/ks) Ca (ls ng — nly) > 0. 
Folglich ist 


l,ng—nelg>O. 


Ersetzt man die Momentenzahlen durch die aerodynamischen Formbeiwerte und kiirzt ver- 
schiedene konstante Glieder, so lautet diese Gleichung 


ch h 
enolg + tg) cra Figatl)20. (24) 


Befindet sich der Fesselungspunkt im Rumpfbug auf einer Horizontalen vor dem Schwerpunkt 
i(h.= 0, a,> 0), so mu8 sein 


= Cyg = 00,/ 0B 2 0x 


Diese Bedingung ist durch entsprechende V-Form zu erfiillen. Befindet sich der Fesselungs- 
punkt iiber dem Schwerpunkt (a,= 0, h,> 0), so muB sein 


Cup = — Oen/ SB 0. 


Diese Bedingung ist bei Richtungsstabilitat des Flugzeuges erfiillt. Bei Fesselung im Schwer- 
punkt ergibt sich statische Indifferenz. 

g) Spezialfalle. Da der Rechnungsaufwand zur Bestimmung der Koeffizienten 
nd zur Lésung der Frequenzgleichung sechsten Grades sehr hoch ist, wurde untersucht, ob 
nicht einige Spezialfalle mit geringerer Zahl von Freiheitsgraden als Naherungslésungen dienen 
onnten. 

Bei der Berechnung der Schwerpunktsbewegung eines geschleppten Flugzeuges ohne Be- 
ricksichtigung der Roll- und Gierbewegung (ein Freiheitsgrad), also bei w, = w,= 0 ergibt 
sich eine quadratische Frequenzgleichung, deren konjugiert komplexes Wurzelpaar die Seiten- 
ahnschwingung charakterisiert. 

Bei der Berechnung der Schwerpunkts- und Rollbewegung eines geschleppten Flugzeuges 

ohne Beriicksichtigung der Gierbewegung (zwei Freiheitsgrade), also bei w,— 0 ergibt sich 
eine Frequenzgleichung vierten Grades, deren reelle Wurzeln die Rolldampfung und statische 
Stabilitat im Schleppflug und deren konjungiert komplexes Wurzelpaar die Seitenbahn- 
schwingung charakterisiert}. 
__ Bei der Berechnung der Schwerpunkts- und Gierbewegung eines geschleppten Flugzeuges 
ohne Beriicksichtigung der Rollbewegung (zwei Freiheitsgrade), also bei w,= 0 ergibt sich 
vine Frequenzgleichung vierten Grades, deren konjugiert komplexe Wurzelpaare die Gier- 
schwingung und Seitenbahnschwingung charakterisieren. 

Bei der Berechnung der Roll- und Schwerpunktsbewegung eines geschleppten Flugzeuges, 
obei die Gierbewegung starr mit der Schwerpunktsbewegung gekoppelt ist (zwei Freiheits- 
rade) ergibt sich eine Frequenzgleichung vierten Grades, deren reelle Wurzeln die Roll- 
dampfung und statische Stabilitat und deren konjugiert komplexes Wurzelpaar die Seiten- 
bahnschwingung charakterisieren. 

_ Ein zahlenmaBiger Vergleich der Wurzeln der Spezialfalle mit denen der allgemeinen Fre- 
Emenzgleichung ergab, da® in keinem Falle die Seitenbahnschwingung und die statische Stabili- 
pat auch nur annaihernd richtig wiedergegeben wurden. Der Einfluf der Gierbewegung wie 


1 Dieser Fall ist identisch mit der von Solf(siehe FuBnote 1 von Seite 245) durchgefiihrten Rechnung, 


bei dem eine Fesselung in einer vertikalen Geraden durch den Schwerpunkt angenommen und die Gier- 
ichwingung vernachlassigt worden war. 
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der Rollbewegung auf die gesamte Seitenstabilitat ist so groB, daB man keine von beiden ver- 
nachlassigen kann, ohne die Ergebnisse vollkommen zu fialschen. Es sind also auf diese Weise 
keine Naherungslésungen zu finden, und es bleibt notwendig, die Lésung der vollstandigen 
Frequenzgleichung sechsten Grades mit allen angesetzten Freiheitsgraden zu suchen. 


4. Bestimmung der Luft- und Seil-Krifte und Momente. Die Bestimmung der Beiwerte 
der einzelnen Luftkrafte und -momente ist ein wichtiger und schwieriger Anteil der Seiten- 
stabilitatsrechnung. Die vom Schiebewinkel abhingigen Beiwerte, Schiebeseitenkraft c,,, 
Schieberollenmoment ¢,, und die Richtungsstabilitat c,g sind durch Sechskomponenten- 
Messungen im Windkanal zu gewinnen. Der KinfluB von Anderungen der Fliigelgestalt und 
der V-Form, der Rumpfform und -lange sowie der Seitenleitwerksflache kann aber in einfacher 
Form rechnerisch erfaBt werden!. Die von der Roll- und Wendewinkelgeschwindigkeit ab- 
hangigen Beiwerte, Rollgiermoment c, x, Rolldampfung cj, Wendedampfung c,, und Wende- 
rollmoment c,, sind bis heute fast ausschlieBlich rechnerisch gewonnen worden”. Die Beiwerte 
der Rollseitenkraft Cgx und Wendeseitenkraft Cas sind sehr klein und werden im folgenden als 
fiir die Rechnungsergebnisse unbedeutend vernachlassigt. Die Seilkraft- und Seilmomenten-: 
beiwerte sind in einfacher Form rechnerisch zu gewinnen. Die Seilseitenkraft c, ist eine Funk- 
tion der aerodynamischen Gitte und des Steigwinkels des geschleppten Flugzeuges. Das Seil- 
giermoment c,, und das Seilrollmoment c;, sind auBerdem von der geometrischen Lage: 
des Fesselungspunktes gegeniitber dem Schwerpunkt abhangig (Abb. 5). Bei Fesselung im) 
Rumpfbug ist das Seilgiermoment die entscheidende GréBe. 


5. Lésung der Frequenzgleichung. Bei dem komplizierten Aufbau der allgemeinen Fre-; 
quenzgleichung ist es nur schwer mdglich, aus den Koeffizienten oder aus den Luft- und Seil-! 
kraftbeiwerten Aussagen iiber die Wurzeln der Frequenzgleichung und damit iiber die Seiten- 
bewegung des geschleppten Flugzeuges zu machen. Man mu8 daher zahlreiche systematische 
Beispiele durchrechnen, um den EinfluB einiger Variablen des Flugzustandes und von kon-' 
struktiven GréBen auf die Seitenstabilitat zu erkennen. Zur numerischen Lésung der Fre- 
* quenzgleichung wurde erstens das Graffesche Verfahren® beniitzt, welches gestattet, die Wur- 
zeln mit beliebiger Genauigkeit auszurechnen. Dieses Verfahren ist jedoch langwierig und bietet| 
im Lauf der Rechnung keine Méglichkeit einer Fehlerkontrolle. Deswegen wurden noch Nahe-| 
rungslésungen zur Ermittlung einzelner Wurzeln gesucht. 

a) Naherungslisungen fiir die Wurzeln der Frequenzglei- 
chung. Der numerischen Rechnung wurden die aerodynamischen und konstruktiven Daten 
des Lastenseglers Go 242 zugrunde gelegt (Abb. 6). Die Koeffizienten und Wurzeln der Fre- 
quenzgleichung haben fiir dieses Flugzeug bei 5500 kg Fluggewicht, einem Auftriebsbeiwert 
c, = 0,436 und relativer Seillange k, = 6 folgende GréBen: A, = 18,7, A, = 52,4, A, = 316,1. 


A, = 24,8, A; = 74,7, A, = 40,0, Rolldimpfungswurzel A, = — 16,7, Gierschwingung 
Aog = —1,0 14,27, Seitenbahnschwingung dA,, = + 0,17 £0,567, statische Stabilitat 
A, = — 0,37. Auch fiir andere Fluggewichte, Auftriebsbeiwerte und Seillangen wie iiberhaupt 


fiir andere Baumuster verhalten sich die Gré®enordnungen der einzelnen Wurzeln ahnlich wie: 
in dem angefiithrten Beispiel. Sie sind also bis auf den Unterschied zwischen A,, und A, zahlen-| 
maBig sehr verschieden. Daraus geht hervor, da die groBen Wurzeln A, und A, in erster Linie 
von den Koeffizienten A, bis A,, die kleinen Wurzeln d,; und A, dagegen von den Koeffizienten| 
A; bis A, der Frequenzgleichung bestimmt werden. Fir die Naherungslésungen beniitzt man) 
diese Tatsache, indem man die Frequenzgleichung sechsten Grades (20) in zwei kubische Glei-' 
chungen zerfallen 1aBt: 


48+ A, /?+ A,A+ A, = 0, (25) 


A A A 
Chia CPi 5 6 
A T 4 | ha : 0 . (26) 


Aus der ersten kubischen Gleichung (25) errechnet man die groBe Rolldampfungswurzel j, 


* H. Scharn, Systematisch-kritische Beispielrechnungen zur Seitenstabilitat des Flugzeuges, Zen- 
trale fiir wissenschaftliches Berichtswesen, UM-Bericht Nr. 2032, 1943; H. Schlichting, Aerodynamik der 
gegenseitigen Beeinflussung der Flugzeugteile, Monographie des M.O.S. (A), Vélkenrode, Reports and 
Translations No, 171 (176). Bericht 46/5 des Instituts fiir Strémungsmechanik der TH Braunschweig. 

® G. Mathias, Z. Flugt. Motorluftsch., 23 (1932), S. 224; H. Henn und H. Weiler, Untersuchung tiber 
die Seitenbewegung von Flugzeugen, Vorabdruck zum Jahrb. 1943 der deutschen Luftfahrtforschung, 
Techn. Berichte 11 (1944), Nr. 3. 
°F. A. Willers, Methoden der praktischen Analysis. 
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und das Wurzelpaar der Gierschwingung A,3, aus der zweiten kubischen Gleichung (26) das 
Wurzelpaar der Seitenbahnschwingung 44, und die kleine Wurzel der statischen Stabilitit J.. 
Kine erste Niherungslésung fiir 2, gewinnt man aus (26) mit Hilfe eines Nomogramms oma 
_verbessert sie nach dem Hornerschen Schema. (Da die Wurzeln Ay; und J, von gleicher GréBen- 
_ordnung sind, ist der Ausdruck A, = — A,/A, als erste Naherung zu ungenau.) 


Dann kann man Ay, = wy, + iw,; mit Hilfe der Vietaschen Beziehungen, angewandt fiir 
_ (26), errechnen. Es ist 


A A se 
2 ys A= mean rA,=— ves Wy 72, — v2, . (27) 
Fiir 2, wurde von Scharn! die Naherungslésung 
a A, A 
A, es A, ae A (28) 


i angegeben. Diese Naherung geniigt durchaus, wenn man A, fiir sich allein betrachtet. Da man 
| jedoch A, zur Berechnung der anderen Wurzeln wieder bendtigt, empfiehlt es sich, A, durch das 
Hornersche Schema bezogen auf (25) zu verbessern. 


E60 
Momentenbesugspunkt 


a7 ee 
Mormalausfihrong: 4: 


Vergriberung \ / 
Vergraberug WV 


Momenten - 
becugspaakt 
4600 - 


Abb. 6. Ubersichtsskizze des Lastenseglers Go 242. Abb. 7. Polare des Lastenseglers Go 242. 


Nachdem alle Wurzeln bis auf A, = Us, + i Wo, bekannt sind, kann man zur Bestimmung 
Von Uy, die Vietasche Beziehung fiir die gesamte Frequenzgleichung (20) heranziehen: 


Ay + 2 Uses 2 Uys +Ag= — A, , of ee 5) Rae VEER (29) 
Ferner ist angenadhert nach den Vietaschen Beziehungen fiir (25) 

r23A,= — Ag, Weg= 133 — UGe - 

Ein Vergleich der nach diesen Naherungsformeln und nach dem Grdffeschen Verfahren be- 


! rechneten Liésungen ergab fiir eine Reihe von Beispielen, bei denen der Auftriebsbeiwert und 
| die V-Form variiert wurden, folgende Fehler der Naherungslésung: 


groBter Fehler % 
mittlerer Fehler % 


1 Siehe FuBnote 2 von S. 256. 
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Die Ubereinstimmung ist befriedigend genau bis auf den Fehler der Anfachung der Seitenbahn- 
schwingung w,;. Fiir manche Untersuchungen geniigen daher diese Naherungslésungen nicht. 
Man kann sie erheblich verbessern, wenn man fiir A, das Hornersche Schema um zwei Stufen 
von (20) und fiir 4, um drei Stufen [auf die gesamte Gleichung (20)]erweitert. Die Betrage der 


konjugiert komplexen Wurzelpaare r3, = — A,/A,4, und rj, = — A,//, kann man _ver- 
bessern, wenn man A, durch ein korrigiertes A, ersetzt, fiir das folgende Beziehung gilt: 

Se 5A 

ot ed a (424.— DOT 4, Ae aa =e ER yy As) (30) | 


Diese Gleichung wurde aus dem Grdffeschen Verfahren abgeleitet. Das korrigierte A, ist 
1 bis 3,5%, im Mittel 1,5% kleiner als A,. Der jetzt noch mégliche Fehler ist kleiner als 0,2%. 
Die reellen Anteile der beiden konjugiert komplexen Wurzelpaare sind schlieBlich mit Hilfe 
der Vietaschen Beziehungen fiir die gesamte Frequenzgleichung (20) zu errechnen. 


b) Abklingzeiten und Schwingungsdauer der Seitenbewe-| 
gungen. Aus den Wurzeln der Frequenzgleichung ergeben sich in bekannter Weise die Ab- 
kling- bzw. Anfachzeiten und die Schwingungsdauer der Seitenbewegungen. Unter Abkling- 
zeit ist die Zeit verstanden, in der die Bewegung auf den 1/e-fachen Wert abklingt. Es ist 

Ty/A, die Abklingzeit der Rollbewegung, t,,93—= — Tp/Ug3 die Abklingzeit der Gier- | 
schwingung, T\,.3= 2 wT y/w23 die Schwingungsdauer der Gierschwingung, t,4;= — T'p/Ug; die | 
Abklingzeit bzw. Anfachzeit der Seitenbahnschwingung (>0 Anfachzeit), T,4, = 2 7 Typ/w4; 
die Schwingungsdauer der Seitenbahnschwingung. Eine wesentliche Gréfe zur Beurteilung | 
einer Schwingung ist ferner T,,/t, = 2 u/w die Zahl der Schwingungen bis zam Abklingen auf | 
das 1/e-fache. 

c) Angestrebte Stabilitatseigenschaften im Schleppflug. Um 
die Arbeit des Flugzeugfihrers zu erleichtern, werden folgende Stabilitatseigenschaften an- 
gestrebt: 1. Die Seitenbahnschwingung soll gedampft oder wenigstens indifferent sein. 2. Die 
Schwingungsdauer soll méglichst groB sein. 3. Die statische Seitenstabilitat im Schlepp soll 
nur klein sein. Wie die Rechnungen zeigen, ist eine groBe statische Seitenstabilitat im Schlepp- 
flug immer verbunden mit einer starken Anfachung der Seitenbahnschwingung. Ferner ver- 
schlechtert eine groBe statische Stabilitat die Ruderwirksamkeit. 4. SchlieBlich wird, wie beim | 
alleinfliegenden Flugzeug, eine méglichst groBe Dampfung und Schwingungsdauer der Gier- 
schwingung gewiinscht. 

6. Numerische Berechnung der Seitenstabilitat. Bei dem fiir die Berechnung von Beispielen 
gewahlten Flugzeug Go 2421 (Abb. 6) mit hoher Flachenbelastung tritt die Seiteninstabilitat 
im Schleppflug in Form einer angefachten Seitenbahnschwingung besonders intensiv auf. 
AuBerdem liegen fiir die Go 242 eingehende Sechskomponentenmessungen vor2, so da man 
auf gemessene und nicht nur auf geschatzte oder naherungsweise berechnete Luftkraftbeiwerte 
zuriickgreifen kann. Es wurden folgende Rechnungen durchgefiihrt?: Ausgehend von einer 
theoretischen Fesselung im Schwerpunkt und unendlicher Seillange wurde der Einflu8 der | 
Lage des Fesselungspunktes und der Seillinge auf das Entstehen des konjugiert komplexen | 
Wurzelpaares /,, der Seitenbahnschwingung und der reellen Wurzel A, untersucht. Dann wurde — 
der Kinflu8 der wesentlichsten Parameter des Flugzustandes und einiger konstruktiver GréBen 
auf die Seitenstabilitat bestimmt. SchlieBlich wurden mit Hilfe der Routhschen Stabilitats- 
kriterien die Stabilitatshereiche bei veranderlichen flugmechanischen und konstruktiven 
GréBen festgestellt. 

a) EinfluB der Seillange und der Lage des Fesselungspunktes 
auf das Entstehen der ‘Seitenbahnéschwingung’ und aut due 


Li = — 


' Auf diesem Baumuster konnte der Verfasser eingehende Flugerfahrungen unter verschiedenen kli- 
matischen Verhaltnissen und Ladezustinden sammeln. Unter ungiinstigen Verhaltnissen z. B. mit hoher 
Zuladung und bei grofer Hitze, in der die Motorleistung des Schleppflugzeuges nachlieB, oder auch bei 
kleinen Flugplatzen, auf denen der Flugzeugfiihrer gezwungen war, zufriith abzuheben, ergaben sich zahl- 
reiche Fehlstarts, die haufig zum Ausfall des betreffenden Flugzeugs fiihrten. 

2 H. Gothert, Sechskomponentenmessungen an dem Windkanalmodell Go 242, Unveréffentlichter 
Bericht No, 82228 der Luftfahrtforschungsanstalt Braunschweig, 1943; F. W. Scholkemeier, Weitere 
Sechskomponentenmessungen an dem Windkanalmodell Go 242, Unveréffentlichter Bericht No. 82239 
der Luftfahrtforschungsanstalt Braunschweig, 1943. 

* Die in den Tabellen niedergelegten Flugzeugdaten, Beiwerte, Koeffizienten und Wurzeln der Fre- 
quenzgleichung mu ten entfallen. Es wird auf die Dissertation des Verfassers, Braunschweig 1947, ver- 
wiesen. 
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| stati sch e Sta bilitat im Schlepp. Die Naherungsformeln fiir die Wurzeln 
| bieten einen gewissen Anhaltspunkt, den EinfluB® einzelner Koeffizienten auf bestimmte 


~Wurzeln zu erkennen. Uber den Aufbau der Koeffizienten selbst erhalt man einen Uberblick, 
“wenn man sie in die Einflu®grofen der Tafel I zerlegt. 


| Kin mit unendlicher Seillauge und bei Fesselune im Schwerpunkt geschlepptes Flugzeug 
-unterscheidet sich vom alleinfliegenden Flugzeug nu: 


\e ae A 
| Sree >| ile 


durch eine Anderung der Spiralwurzel 


4 
Se = 
= it 


40}- 


9 30 
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Abb. 8. Entstehen der Wurzeln der Seitenbahnschwingung 0 


_bei Anderung der Seillinge aus dem 'nendlichen heraus 
) ued hei Fesselune im Schwerpunkt. G — 5510 kg, Cq = 0,436, 
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{ H bilitat ty, bei Anderung derSeillinge. G=5500 kg, cy =0,436, 
32 
| sek 
| 
26 
Tyys 
oY 
20 
a SS ] @ 
8 8 16 
S > 
S > 
BSS SS 
7 S Ss tysys 
eS 12 
-G2 
8 
-O3 ts 
y 
Ts 
-O4 << 6, 
0 G03 GOb GOS Glé O15 GW a 
0 ee ee a 
(ae ! lc ! | a OF OY OS 06 g7 08 O9 40 
0 7 é 3 % o 6m 
Abb. 9. Wurzeln der Seitenbahnschwingung u,,;-+ iw,, und Abb. 11. Schwingungsdauer Tyas und SY bas 
der statischen Stabilitit A, bei Anderung der Lage des Fesse- der Seitenbahnschwingung sowie Abklingzeit der 
lungspunktes 1. in horizontaler Richtung vom Schwerpunkt statischen Stabilitat t,,. bei Anderung des Auftriebs- 
‘zur Rumpfspitze und 2. in vertikaler Richtung vom Schwer- beiwertes. © = 5500 ke, k,— 6. 


punkt bis zur Hohe der Fligelnase. 


Ay, die im Schlepp durch die Seilkraft negativ, also stabil wird. Die Koeffizienten Ag und A, 
-und die Wurzeln der Seitenbahnschwingung sind noch nicht vorhanden. LaBt man die Seil- 
ilange endlich werden (Abb. 8), so entsteht neu der Koeffizient A,, und aus der Wurzel A, ent- 
wickelt sich ein konjugiert komplexes Wurzelpaar, das die Seitenbahnschwingung charakteri- 
‘siert. Die Schwingung ist hierbei noch gedampft. Dabei ist 2 Uys = Aa, d. h. die Dampfung der 
Schwingung ist halb so groB wie die reelle Wurzel bei unendlicher Seillange, aus der die Schwin- 
18 
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gung hervorgeht. Die Schwingungsdauer ist bei unendlicher Seillinge unendlich, erreicht dann 
allerdings schon bei sehr groBen Seillangen relativ spiirbare Werte z. B. k, — 24, Seillange 
l= 290m, Schwingungsdauer 123 sec. 

LaBt man dann den Fesselungspunkt aus dem Schwerpunkt heraus in horizontaler Rich- 
tung bis zum Rumpfbug wandern, so entsteht neu der Koeffizient A, und die Wurzel der sta- 

tischen Stabilitat 2,, die zunachst schnell und dann langsamer anwachst (Abb. 9). Etwa pro- 
portional hierzu nimmt die Anfachung zu. Die Schwingungsfrequenz wiichst im gleichen Be- 
reich auf etwas mehr als das Doppelte an. La®t man den Fesselungspunkt aus dem Schwer- 
punkt heraus in vertikaler Richtung bis zur Fliigeloberseite wandern, so entsteht ebenfalls 
_A, und A, (Abb. 9). Die Anfachung wachst proportional hierzu, und die Schwingungsfre quenz 
wird gréBer, jedoch entsprechend den geringeren Entfernungen nicht so viel wie bei Wanderung 
des Fesselungspunktes zum Rumpfbug hin. 

b) Einflu8B der Serllange, des Flugzustandes und konstruk- 
ftiver GréBen auf die Stabilitat im Schleppflug. 1. Anderung 
der Schleppseillange?. Die relative Seillinge wurde von 3 bis 12 variiert, ent- 
sprechend einer absoluten Seillange ] von 36,7 m bis 147 m. Die dariiber hinausgehenden rela- 
| tiven Seillangen k,= 24, 48, 96 haben nur eine theoretische Bedeutung und wurden unter- 
sucht, um das Entstehen der Seitenbahnschwingung zu verfolgen. Mit zunehmender Seillange 
bleiben Rolldampfung A, und Gierschwingung u,, + iw); nahezu unverdndert, Anfachung und 
Frequenz der Seitenbahnschwingung uy; + iw,, und statische Stabilitat im Schlepp A, nehmen 
dagegen ab (Abb. 10). Eine Seilverlangerung als Mittel, eine bessere Stabilitat zu erzielen, emp- 
)fiehlt sich jedoch nur bis zu einer Seillange von etwa k, = 6 (76m). Aus Griinden des prak- 
| tischen Flugbetriebes ist ein kurzes Schleppseil erwiinscht. Eine Seillange von k, = 5 — 6 
) (60—74 m) erscheint daher am giinstigsten zu sein. 

2. Anderung des Auftriebsbeiwertes. Hierbei wurde mit sechs verschie- 
) denen c,-Werten von 0,303 bis 1,0 gerechnet, um den ganzen Auftriebsbereich zu erfassen. Die 
| Auftriebsbeiwerte iiber 0,681 treten im praktischen Flughetrieb im allgemeinen nur im in- 
stationadren beschleunigten Flug nach dem Abheben auf. Mit wachsendem Auftriebsbeiwert 
) vergréBert sich die Anfachung u,, und die Frequenz w,, der Seitenbahnschwingung sowie die 
)statische Stabilitat im Schlepp A,. Die Schwingungsdauer T,,,; nimmt bis zum Auftriebsbei- 
| wert 0,6 geringfiigig zu und dann wieder ab, wahrend die Anfachzeit t,,,; prozentual erheblich 
J}abnimmt (Abb. 11). Der Fiihrer des geschleppten Flugzeuges ist gezwungen, die bei zuneh- 
-menden Auftriebsbeiwerten anwachsende Instabilitat durch Steuerausschlage laufend aus- 
_ zugleichen, wahrend gleichzeitig die Wirksamkeit der Ruder aber proportional dem sinkenden 
| Staudruck abnimmt. Das ist eine besonders bei béigem Wetter schwierige und anstrengende 
' Aufgabe. Daraus erklart sich die starke Abhangigkeit der Stabilitat von der Fluggeschwindig- 
-keit. Die Rechnung bestatigt also die Flugerfahrung, nach der man oberhalb eines bestimmten 
( Auftriebsbeiwertes (fiir Go 242 z. B. c, >0,8) ein seiteninstabiles Flugzeug im Schlepp nicht 
mehr beherrschen kann, obwohl es im Alleinflug bei diesem Auftriebsbeiwert noch sehr be- 
i friedigende Eigenschaften zeigt. 

| 3. Anderung des Fluggewichts. Von den vorkommenden Ladezustanden 
/ wurden als Beispiele das Leerfluggewicht mit Trimmballast von 4200 kg, das normale Flug- 
 gewicht 5500 kg und das Vollastfluggewicht 6800 kg gewahlt. Mit zunehmendem Fluggewicht 
*vergréBern sich Anfachung und Frequenz der Seitenbahnschwingung sowie die statische Sta- 
" bilitat ganz erheblich. Fiir die Anfachzeit und Schwingungsdauer sowie fiir die Abklingzeit 
der statischen Stabilitat ergibt sich infolge des Einflusses der flugmechanischen Zeiteinheit 
Ty eine geringere Abnahme (Abb. 12). Mit zunehmendem Gewicht werden aber die c,- Werte 


»gréBer, die Ruderwirksamkeit nimmt also ab. Ferner wird der Leistungsitherschu8 des 


: 


1 Ubergang zur Seillange 0: Beim Ubergang zu einem sehr kurzen Schleppseil kann der Seilwinkel o 
,auch bei sehr kleinen Seitenbahn- und Gierschwingungen sehr groB werden. Dann trifft aber die Nahe- 
“rung fiir o (5) nicht mehr zu. Wird schlieBlich 1 = 0, so ist keine freie Gierschwingung um den Schwer- 
;punkt des geschleppten Flugzeugs mehr méglich. Dieser Fall labt sich durch die zwei Differentialglei- 
‘chungen der Rollbewegung und der Bewegung um den Fesselungspunkt am Schleppflugzeug (gekoppelte 
| Gier- und Schwerpunktsbahnbewegung) ausdriicken. Dem Fall ! = 0 ahnlich ist der Fieseler Deichsel- 
{schlepp (H. Solf, Jahrbuch 1942 der deutschen Luftfahrtforschung, S.I 391 und K. Petrikat und 
_E. Pieruschka, Jahrbuch 1942 der deutschen Luftfahrtforschung, 5. I 404) und der Dreiecksschlepp 
\(W. Séhne, Die Seitenstabilitat eines geschleppten Flugzeuges. Der Dreiecksschlepp, Monographie des 
_M.O.S. Vélkenrode, 1946), bei dem durch die beiden in gréBerem Abstand in der Fliigelnase angreifenden 
‘Seile auch keine freie Gierschwingung mehr médglich ist. 
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Schleppflugzeuges geringer, und es 


wir 


d daher langsamer geflogen als mit geringerem Ge- 


wicht. Die Erschwerungen, die sich bei VergréBerung des Auftriebsbeiwertes ergeben, treten 
daher noch einmal zusatzlich ein. Die Schwierigkeiten fiir den Flugzeugfihrer, die Anfachung 
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Abb. 12. Schwingungsdauer und Anfachzeit 
der Seitenbahnschwingung sowie Abklingzeit 
der statischen Stabilitat bei Anderung des 
Fluggewichts und bei verschiedenen Flug- 


geschwindigkeiten. k, = 6. 


nimmt ab, eine fiir den Flugzeugfithrer ebenfalls unbequeme Erscheinung. Da der Steigflug 
natiirlicherweise immer mit geringerer Fluggeschwindigkeit verbunden ist, addieren sich auch 
hier die Erscheinungen der gréBer werdenden Anfachung der Seitenbahnschwingung im Lang- 
samflug und der kleiner werdenden Schwingungsdauer im Steigflug. Die Rechnung bestatigt 
also auch in diesem Fall die Flugerfahrun- 
gen, die gerade fir den Steigflug bei lang- 
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Abb. 14. Wurzeln der Seitenbahnschwingung u,, + i w4, 
und der statischenStabilitat 2, bei Anderung der V-Form. 


G = 5500 kg, cg = 0,436, k, = 6. 
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Abb. 13. Schwingungsdauer und Anfach- 
zeit der Seitenbahnschwingung sowie Ab- 


Klingzeit der statischen Stabilitat bei 
Anderung des Steigwinkels. 
G = 5500 kg, cq, = 0,681, k, = 6. 


A 


auszugleichen, wachsen in- 
folgedessen erheblich mehr 
an als dies durch die Zahlen 
der Anfachzeiten und 
Schwingungsdauer zum) 
Ausdruck kommt. 
4.Anderung des 


Steigwinkels. Die 
als Beispiel gewahlten 
Steigwinkel y = 3,44°/ 


und 6,85° entsprechen bei} 
G=5500 kg und c,= 0,681) 
den Steiggeschwindigkei- 
ten 2,8 m/s und 5,6 m/s. 
Mit wachsender Steigge- 
schwindigkeit verringert 
sich die Anfachungszeit 
der Seitenbahnschwingung 
und der statischen Stabili- 
tat im Schleppflug nur ge- 
ringfigig (Abb. 13). Da- 
gegen wird die Frequenz 
der Seitenbahnschwingung 
mit zunehmendem Steig- 
winkel betrachtlich gr6éBer, 
d.h. die Schwingungsdauer 
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Abb. 15. Schwingungsdauer und Anfachzeit der Seiten- 
bahnschwingung sowie Abklingzeit der statischen Stabilitat 
bei Anderung der V-Form. G= 5500k 
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Cq = 0,436, k, = 6 
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Schieberollmoment bei einer a ii ns | 
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» Spiralsturzneigung, die aber 8; Sj 
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| Minuten dauert. Das Primire 16 16 
. ist fiir ein geschlepptes Flug- tyes a nee ad 


| zeug immer der Schleppflug. 12 
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i samer Geschwindigkeit die gréBte Instabilitat und damit die gréBten Schwierigkeiten, das 
i Flugzeug zu beherrschen, aussagen. 


5. Anderung des Schieberollmoment durch Anderung der V- 
Form. Die V-Form wurde von + 6,7° bis — 5,3° variiert, wodurch sich das Schieberoll- 
moment von ¢;;, = — 0,26 bis + 0,09 dnderte. Mit abnehmender V-Form nimmt die Anfachung 


» u,; der Seitenbahnschwingung immer mehr ab, und nach Durchschreiten des Nullpunktes wird 


daraus eine schnell zunehmende Dampfung (Abb. 14, 15). Die Frequenz der Schwingung zeigt 


+ bei Anfachung Null ein Minimum und steigt dann wieder an. Die statische Stabilitat nimmt 
| etwa proportional mit der Anfachung der Seitenbahnschwingung ab und geht etwa bei glei- 
| cher V-Form ins instabile Gebiet iiber. Aus dieser bemerkenswerten Abhangigkeit der Sei- 
» tenstabilitat im Schleppflug vom Schieberollmoment ist folgender SchluB zu ziehen: Die giin- 


stigsten Flugeigenschaften ergeben sich bei Fesselung im Rumpfbug bei Schieberollmoment 
cig = 9, bei dem die Anfachung der Seitenbahnschwingung sehr klein ist, die Schwingungs- 


) dauer ein Maximum zeigt und gleichzeitig die statische Seitenstabilitat im Schlepp Null ge- 


worden ist. Fiir einen Schul- 


| 


6. Anderung der 


| 


Seitenleitwerksfla- 8 8 a 
che. DieSeitenleitwerksflache fe ae 

: 6 
wurde in der auf Abb. 6 an- P | A ? a 
gegebenen Weise von 2 x 3,85 Pye 
bis 25,39 m? vergréBert, ; bp 
wodurch die Schiebeseiten- 7 Cee Tom 15 6 7 8 g 
kraft, das Schiebegiermoment ae Cee 

- 

: es Abb. 16. Schwingungsdauer und An- Abb. 17. Schwingungsdauer und Anfach- 
und die Wendedampfung Cre fachzeit der Seitenbahnschwingung zeit der Seitenbahnschwingnug sowie Ab- 
heblich zunahmen. Eine Ver- sowie Abklingzeit der statischen Sta- klingzeit der statischen Stabilitat bei 

& eae a bilitat bei Anderung der Seitenleit- Anderung der Rolldampfung. 
eréBerung derSeitenleitwervks- —_ werksfliche. G = 5500 kg, cq=0,436. G = 5500 kg, cy = 0,436. 


flache ist ein iibliches Mittel, 

die Seitenstabilitat eines alleinfliegendes Flugzeugs zu verbessern. Beim geschleppten Flug- 
zeug ergibt sich ebenfalls eine starke Vergréerung der Dampfung, allerdings auch eine geringe 
Zunahme der Frequenz der Gierschwingung. Die Anfachung und Frequenz der Seitenbahn- 
schwingung und die statische Stabilitat im Schleppflug nehmen dagegen nur geringfiigig ab 
(Abb. 16), die Anfachungszeit und Schwingungsdauer also geringfiigig zu. Aus diesem Grunde 
ware eine VergréBerung der Seitenleitwerksflache kaum ein lohnendes Mittel zur Verbesserung 
der Seitenstabilitat im Schlepp. Da der Flugzeugfiihrer die sich anfachende Seitenbahn- 
schwingung jedoch durch sinngemaBe Querruder- und Seitenruderbetatigung ausgleichen 
mu, gelingt ihm dies um so leichter, je wirksamer d.h. unter anderem auch je gréfer diese 
Leitwerke sind. Somit ist eine SeitenleitwerksvergréBerung also durchaus geeignet, die Seiten- 
stabilitat des geschleppten Flugzeugs zu verbessern. 

7. Anderung der Rolldampfung. Bei Variation der Momentenzahl der Roll- 
daimpfung von I, = 15,12 — 18,48 wie sie beispielsweise durch eine Veranderung des Seiten- 
verhaltnisses des Fliigels von A= 8 bis 13,1 hervorgerufen werden kann, wachst die Roll- 
dampfungswurzel J, proportional der Momentenzahl der Rolldampfung /,. Die Anfachung und 
die Frequenz der Seitenbahnschwingung nehmen geringfiigig ab, die Anfachungszeit und 
Schwingungsdauer also geringfiigig zu (Abb.17). Nach der Rechnung sind also die Schlepp- 
eigenschaften eines Flugzeuges mit groBer Rolldampfung d.h. groBem Seitenverhaltnis, etwas 
besser als die mit kleiner Rolldimpfung bzw. kleinem Seitenverhiltnis. Dem steht allerdings 
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die gréBere Tragheit gegeniiber, mit der ein Flugzeug mit gréBerem Seitenverhdltnis auf 
Querruderausschlage reagiert. ; 

8. Fesselung an der Rumpfunterseite und Anderung der Lage des Fesse- 
lungspunktes in horizontaler Richtung. Indifferenz der Seitenbahnschwingung, 
verbunden mit statischer Indifferenz, 1aBt sich ohne konstruktive Anderungen am Flugzeug 
erzielen, wenn man den Fesselungspunkt an die Rumpfunterseite vor den Schwerpunkt legt. 
Bei Fesselung senkrecht unter dem Schwerpunkt an der Rumpfunterseite ergibt sich statische 
Instabilitat und eine abklingende Seitenbahnschwingung. LaBt man dann den Fesselungs- 
punkt nach vorn wandern, so geht die Wurzel der statischen Stabilitat i bei einer Lage von 
0,90 m vor dem Schwerpunkt in den stabilen Bereich iitber, gleichzeitig wird an derselben 
Stelle aus der abklingenden eine angefachte Seitenbahnschwingung (Abb.18). Die Schwin- 
gungsfreqenz zeigt dabei ein Minimum. Durch die Fesselung unter dem Schwerpunkt wird 
ein schwanzlastiges Moment hervorgerufen, das 


: : AG 
durch Héhenrudertrimmung ausgeglichen werden %, 
mu}. Eine Fesselung an der Rumpfunterseite 0,90 m ; 
vor dem Schwerpunkt erscheint also erheblich giin- 
stiger zu sein als die iitbliche Fesselung im Rumpfbug. te 
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Abb. 18. Wurzeln der Seitenbahnschwingung u,, + iw,,; und der statischen Ps 
Stabilitat 2, bei Wanderung des Fesselungspunktes an der Rumpfunterseite Abb. 19, Stabilitatsgrenzen bei Anderung des 
nach vorn. a horizontale Komponente des Abstandes Fesselungspunkt- Auftriebsbeiwertes in Abhingigkeit von der 
“  Schwerpunkt. V-Form. 


c) Stabilitatsgrenzen fir verschiedene Seillangen, Gewichte und Auf- 
triebsbeiwerte tiber dem Schieberollmoment. Die Variation des Schieberollmoments 
bei G=5500 kg, c, = 0,436, k, —6 ergab bei Fesselung im Rumpfbug eine besondere Abhan- 
gigkeit der statischen Stabilitat und der Anfachung der Seitenbahnschwingung vom Schiehe- 
rollmoment. Es erschien daher wtinschenswert, auch fiir andere Gewichte, Seillangen und 
Auftriebsbeiwerte dieses Ergebnis zu tiberpriifen. Mit Hilfe der Routhschen Stabilitatskriterien 
wurden die Stabilitatsgrenzen fiir dynamische und statische Stabilitat fiir diese Variablen 
itber dem Schieberollmoment bestimmt. Danach liegt die Grenze der statischen Stabilitat 
bei lj =0. Die Grenze der dynamischen Stabilitat wandert bei allen Gewichten mit kirzer 
werdendem Seil von einem sehr kleinen negativen Wert zu einem etwas gréferen positiven 
Wert von J;. Der Unterschied ist aber so gering (ca. 1/,° V-Stellung), da®B man praktisch 
sagen kann: Bei Variation der V-Form fallen fiir den Reiseflug c,=0,436 die Grenzen der 
statischen und dynamischen Stabilitat bei 1; =0 so zusammen, daB man entweder nur statische 
Stabilitat und dynamische Instabilitat oder umgekehrt bzw. statische und dynamische In- 
differenz erzielen kann. Dagegen zeigt eine gleichzeitige Variation des Auftriebsbeiwertes 
und der V-Form (Abb.19), daB sich unterhalb eines Auftriebsbeiwertes von c,—0,42 ein 
allmahlich breiter werdender Bereich statischer und dynamischer Stabilitit ergibt, wahrend 


oberhalb c,=0,42 sich ein Bereich gleichzeitiger statischer und dynamischer Instabilitat 
ergibt. 
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1. 7, Zusammenfassung, An Hand der bekannten Seitenstabilitatstheorie 1 (fiir alleinfliegende 
"Iugzeuge) wurde nach der Methode der kleinen Schwingungen die Seitenstabilitat eines mit 
Hilfe eines Seiles geschleppten Flugzeuges theoretisch untersucht und die Fre quenzgleichung 
vierfiir abgeleitet. Wahrend die Frequenzgleichung der Seitenstabilitat des alleinfliegenden 
‘lugzeuges eine Gleichung vierten Grades ist, ergibt sich beim geschleppten Flugzeug eine 
vleichung sechsten Grades. Hierbei bleibt die Rolldimpfungswurzel 4, und das Gierschwin- 
jungswurzelpaar /,, = uy, + iwss des alleinfliegendes Flugzeuges fast unverandert bestehen, 
jagegen verschwindet die Spiralwurzel J,. An ihre Stelle tritt ein neues konjugiert komplexes 
Wurzelpaar A4,—u4y, +iw,;, das die im Schleppflug auftretende Seitenbahnschwingung 
harakterisiert, sowie eine reelle Wurzel J,, die die statische Seitenstabilitat im Schlepp dar- 
‘tellt. Die Seitenbahnschwingung ist im allgemeinen angefacht. Die Grenze der dynamischen 
Stabilitat kann durch die Hurwitz- Routhschen Stabilitatsbedingungen bestimmt werden. Es 
vurde untersucht, welche Diskriminante maBgebend fiir die Stabilitatsgrenze der Seitenbahn- 
ichwingung ist. Der entsprechende Ausdruck konnte erheblich vereinfacht werden. Die 
Jntersuchung von Spezialfallen, in denen jeweils ein oder zwei Freikeitsgrade (Roll- und 
sierschwingung) vernachlassigt worden waren, ergab keine brauchbaren Naherungslésungen. 
Fir das Flugzeug Go 242 wurden zahlreiche Beispiele gerechnet. Geht man bei Fesselung 
sm Schwerpunkt von unendlicher zu endlich werdender Seillange iiber, so entsteht aus der 
leellen Wurzel A, eine zunachst gedimpfte Schwingung. Bei Wanderung des Fesselungs- 
ounktes aus dem Schwerpunkt in horizontaler Richtung nach vorn oder vertikaler Richtung 
nach oben wird diese Schwingung zu einer angefachten und ihre Frequenz nimmt zu. Gleich- 
seitig erscheint eine reelle Wurzel, die die statische Stabilitat im Schlepp darstellt. Dann 
vurden verschiedene Parameter des Flugzustandes und konstruktive GréBen geandert. Es 
2 sich, daB bei der vorhandenen Bauausfiihrung die Seitenbahnschwingung stark angefacht 


st. Ihre Dauer betragt je nach der Seillange 19—32 sec, also etwa das 7—10fache der Gier- 
chwingungen. Die bemerkenswertesten Ergebnisse einer Anderung der cinzelnen Gréfen sind: 
_ 1. Mit langer werdendem Seil verringert sich Frequenz und Anfachung der Seitenbahn- 
a Jedoch lohnt es nicht, die Seillange iiber k, =6 (1 =76 m) zu vergréBern. 

_ 2. Mit steigendem Auftriebsbeiwert wachst die Anfachung und Frequenz der Seiten- 
vahnschwingung. 

_ 3. Das Gleiche ist mit steigender Zuladung der Fall. 

_ 4. Mit gréBer werdendem Steigwinkel wachst nur die Frequenz der Seitenbahnschwingung. 
_ Diese Ergebnisse bestatigen die Flugerfahrungen und Flugmessungen und geben Erklarun- 
yen fiir manche Schwierigkeiten im Schleppflug und aufgetretene Unfalle. Fiir andere Bau- 
uster mit hoher Flachenbelastung diirften sie ahnlich sein. 

5. Bei Anderung der V-Form geht fiir verschwindendes Schieberollmoment (y =—2,23°) 
lie Anfachung der Seitenbahnschwingung auf Null zuriick, die Schwingungsdauer erreicht 
iierbei ein Maximum. Gleichzeitig wird die statische Stabilitat im Schleppflug gleich Null. 
Mit Hilfe der Routhschen Diskriminante wurden auch fiir andere Gewichte, Seillangen und 
Auftriebsbeiwerte die Stabilitatsgrenzen iiber dem Schieberollmoment bestimmt. Dabei ergab 
sich unterhalb c,—0,42 ein Bereich gleichzeitiger statischer und dynamischer Stabilitat. 
Bei diesem Bauzustand (namlich lL, =0 bis 0,2, y=—2° bis 2,3°) sind demnach die Schlepp- 
bedingungen am giinstigsten. Eine absolute Stabilitat im Schlepp in dem Sinne, 
daB durch die Seilkrafte und Momente das Flugzeug so gelenkt wird, daf die 
Arbeit des Flugzeugfihrers ganzlich tiberflissig wird, ist nicht zu erzielen. 
Bei 1, >0 ist zwar die Seitenbahnschwingung gedampft, jedoch statische Instabilitat vor- 
handen, wahrend bei 1; <—0,2 statische Stabilitat vorhanden, aber die Seitenbahnschwin- 
sung angefacht ist. 

6. Mit gréBer werdender Seitenleitwerksfliche nimmt Frequenz und Anfachung der 
Seitenbahnschwingung nur wenig ab, jedoch kann eine solche VergréBerung zur Verbesserung 
der Ruderwirksamkeit unter Umstanden empfehlenswert sein. 

7. Eine VergréBerung der Momentenzahl der Rolldampfung 1, ergibt eine kleine Verrin- 
gerung der Anfachung und Frequenz der Seitenbahnschwingung. 

8. Bei Fesselung an der Rumpfunterseite 0,90 m vor dem Schwerpunkt 1a8t sich ohne 
konstruktive Anderung am Flugzeug ebenfalls statische und dynamische Indifferenz erzielen. 
Diese Lage erscheint daher fiir den Fesselungspunkt giinstiger zu sein als die iibliche Fesselung 


im Rumpfbug. 


(Eingegangen am 13. November 1952.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. W. Séhne, Braunschweig, Bortfelder Stieg 95. 


1 Siehe FuGBnote! von S. 247 und FufBnote 2 von S. 256, 
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Verallgemeinerte Theorie der Plattenstatik. 
Von A, Kromm., 


| 


1. Einleitung, Problemstellung. Wenn man von einer Theorie der Stabe, Platten oder, 
Schalen spricht, so versteht man darunter gewisse angendherte Lésungen der exakten Grund- 
gleichungen der Elastizitatstheorie, die man aus diesen mit Hilfe besonderer Annahmen iiber 
die Deformation des Kérpers oder die Verteilung der angreifenden Krafte oder iiber beides 
gewinnt — Annahmen, die der jeweiligen Gestalt des untersuchten Kérpers und seiner Be- 
lastung anzupassen sind. In der vorliegenden Arbeit beschaftigen wir uns mit der Theorie der 
ebenen Platten, wobei wir die nichtlinearisierte Theorie der Platte mit », Gewolbespannungen“ | 
auBer Betracht lassen wollen. | 

Die alteste Plattentheorie, die nach ihrem Vollender als die Kirchhoffsche bezeichnet wird 1, 
geht bekanntlich auBer der (fiir eine linearisierte Theorie selbst verstandlichen) Annahme kleiner 
Durchbiegungen noch von besonderen Voraussetzungen aus, die man am einfachsten so for- 
mulieren kann, daB die Platte sich wie ein querisotroper Kérper (quer zur Richtung z der 
Plattennormale) verhalt, fiir den im Elastizitatsgesetz solcher Korper 


J Ve, 2 y) 
Ex = E (Ox Vv Oy) E: 0; 9 Yxy = eae Tx ne 
Vz 


: I 
= Flo —% (2 +oy)], rye = Etre 


die Konstanten EF, und G, unendlich groB sind. 

Wie man aus einigen exakten Lésungen fiir eine als einen isotropen Kérper behandelte 
dicke Platte weiB?, gehen diese Lésungen im Grenzfall der unendlich diinnen Platte in solche 
nach der klassischen Theorie iiber. Die diinnen isotropen und die querisotropen Platten weisen 
demnach, wie es auch nicht anders zu erwarten ist, in der Grenze ein gleiches Verhalten auf. 
Fiir isotrope Platten endlicher Dicke ist aber die Annahme, daB sie sich wie querisotrope Platten 
mit E, = G, = oo verhalten, eine Arbeitshypothese, die allerdings fiir die meisten technischen 
Anwendungen ausreichend genaue Ergebnisse liefert. Sie gilt aber nicht mehr fiir dicke Platten 
und insbesondere nicht fiir die Umgebung konzentrierter Ejnzellasten. 

Der Spannungszustand in der Umgebung solcher Einzellasten 1a8t sich in befriedigender 
Weise nur durch Beriicksichtigung saimtlicher elastischer Kigenschaften der Platte, d. h. auch 
ihrer Querzusammendriickung und ihrer Querschubverzerrungen ermitteln. Den geeigneten Weg 
hierfiir hat Nadai? am Beispiel einer dicken Kreisplatte mit Einzellast in der Mitte dargestellt, _ 
den Woinowsky- Krieger‘ fiir den Sonderfall einer starren Randeinspannung bis zu numerischen 
Ergebnissen weiterverfolgt hat. 

Diese fiir einen Sonderfall gewonnenen Ergebnisse haben eine sehr allgemeine Giltigkeit, da | 
die Differenzen zwischen den Spannungen aus der exakten Rechnung und der aus der Kirchhoff- 
schen Theorie, die man als », Stérspannungen bezeichnet, ziemlich rasch abklingen, so daB sie 
von den Randbedingungen weitgehend unabhangig sind. Somit kann man das Problem der 
Spannungsverteilung in der Umgebung von Einzellasten im Wesentlichen als geliést betrachten. 

Nun ist die Kirchhoffsche Theorie infolge der ihr zugrunde liegenden Arbeitshypothese 
i 1G,—comoch in eimerncanderen Hinsicht fiir Platten endlicher Dicke unzulanglich, und 
zwar hinsichtlich der Randbedingungen. Da die verallgemeinerte Plattentheorie, die in der vor- 
liegenden Arbeit entwickelt wird, zur Behebung gerade dieser Unzulanglichkeit beizutragen 
beabsichtigt, so wollen wir hier die Frage der Randbedingungen eingehend analysieren. Wir 
betrachten ein Stiick der zylindrischen Plattenbegrenzung nach Abb. 1. In jedem Punkt dieser 
Begrenzung sind drei Randbedingungen vorzuschreiben, entweder fiir die Komponenten des 


1G, Kirchhoff, Crelles Journ. Math. (1850), S. 51. 


ste ee z. B. Woinowsky-Krieger, Ing.-Arch. (1933), S. 203 (erste Mitteilung) und S, 305 (zweite 
itteilung), : 

3 A. Nadai, Die elastischen Platten. S. 308. Berlin 1925. 
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Verschiebungsvektors u,, u,, w oder fiir die des Spannungsvektors tj,5, n> Tnz- Fiir eine Linie 

s=konst. die sich iiber die ganze Plattendicke erstreckt, miiB®te man streng genommen drei- 
mal unendlich viele Randbedingungen vorschreiben (Abb. la). Im Falle nicht sehr dicker Plat- 
ten ist es allerdings zweckmaBig und fiir den inneren Spannungszustand der Platte mit aus- 
‘reichender Genauigkeit auch méglich, diese dreifach unendliche Zahl der Randbedingungen 
auf eine endliche zu reduzieren. Durch eine geeignete Mittelwertsbildung iiber die Plattendicke 
kann man den Verschiebungszustand der Punkte langs der Linie s= konst. durch drei mittlere 
_Verschiebungen u,), Ung, Ww) und zwei mittlere Drehungen w,,, @, (Abb. 1b), den Spannungszu- 
| stand langs dieser Linie durch die iiblichen Schnittkrafte und Schnittmomente (Abb. Ic) 


th +h +h +h +h 
We = | ts de, Ni = |co, dz, Qn = | tr dz, M, = | o,2dz, Mas = [ trs% de 
—, —h —h —h —h 


naherungsweise darstellen. SchlieBen wir den Fall aus, da® in der Nahe des Randes eine kon- 
| zentrierte Last angreift, die neben dem Biegezustand iiber die Querkontraktion auch einen 
_»,Scheibenzustand“ erzeugen wiirde, so kénnen wir die fiir die Scheibe zustandigen Verschie- 
_bungs- und Kraftkomponenten u,,), u,g, N,, und N, auBer Betracht lassen, und fiir die Platte 
‘bleiben dann nur die drei », Verschiebungs- 
) gréBen“‘ wy, Mn, w, und drei ,,Schnittkrafte“ 
1 Q,, M, und M,, brig. Im Falle einer iso- 
j tropen Platte endlicher Dicke sind also drei 
Randbedingungen fiir diese Mittelwerte vor- 
| zuschreiben. Die Kirchhoffsche Theorie liefert 
| aber nur zwei, und der Grund hierfiir ist 
» mechanisch und kinematisch leicht einzu- 
‘sehen. Die Annahme der Kirchhoffschen 
| Theorie, daB E, = o ist, schrankt die Zahl 
) der drei gemittelten Freiheitsgrade der Platte 
| nicht ein, wohl aber die Annahme G, = ~, 
j die mit der Aussage gleichbedeutend ist, 
daB die Plattennormalen in z-Richtung Sc Abb. 1. Zylindrische Plattenbegrenzung. 
{rade bleiben und ihren Winkel gegen die 
| Mittellinie s der Berandung nicht andern. Denn schreibt man langs der Randlinie s die Ver- 
| schiebungen wo, also auch 0w,)/0s vor, so ist damit bei G, = oo auch die Drehung w, festgelegt, so 
 daB nur zwei Freiheitsgrade iibrig bleiben, die Verschiebung w) und der Biegewinkel w,. Ent- 
‘ sprechendes gilt auch fiir die Schnittkrafte: Da die Randdrehmomente M,,, bei G, = o eine 
) Schubverzerrung nicht hervorrufen kénnen, so wirken sie sich wie die Querkrafte Q, nur auf 
| die Durchbiegung der Platte aus, und fiir den Spannungszustand ist es gleichgiiltig, ob die 
! Drehmomente M,,, durch waagerechte Kraftepaare (aus den Schubspannungen 7,,,) oder durch 
*senkrechte Kraftepaare aus den sogenannten Ersatzquerkraften M,,/ds (Abb. lc) gebildet 
werden. Aus diesen Ersatzscherkraften ergibt sich die resultierende zusatzliche Ersatzschnitt- 
) querkraft @M,,,/ds, und der Spannungszustand der Platte wird vollstandig festgelegt nur 
/ durch zwei Angaben iitber die Randbelastung, und zwar iiber die Belastung durch die Quer- 
| krafte Q, + 0M,,/ds und die Biegemomente M,. Zu demselben SchluB kommt man auch fiir 
/ isotrope, aber unendlich diinne Platten; denn bei diesen schrumpft die Linie s= konst.in einen 
) Punkt zusammen, und die Angabe iiber die Drehung ~, verliert ihren Sinn, ebenso wie die An- 
» gabe dariiber, ob die Drehmomente durch waagerecht oder senkrecht wiikende Kraftepaare ge- 
| bildet werden. Auch aus der Betrachtung der Randbedingungen erkennt man also, daB die 
) Kirchhoffsche Theorie nur fiir unendlich diinne Platten exakt gilt. Fiir Platten endlicher Dicke 
Vist sie beziiglich der Randbedingungen unzulanglich, und verantwortlich fiir diese Unzulang- 
) lichkeit ist die Annahme G, = ov. 

Das Problem der Reandbedingungen lieBe sich grundsatzlich ebenso wie das Problem des 
j Spannungszustandes in der Umgebung von Einzellasten mit Hilfe exakter Ansatze lésen. Leider 
ist aber gerade dieses Problem der analytischen Behandlung nach dem exakten Verfahren am 
i wenigsten zuginglich. Um mit einem ertraglichen Rechenaufwand auszukommen, mu man 
| also eine Naiherungstheorie aufstellen, fiir die es méglich und notwendig ist, alle drei Randbe- 
| dingungen zu befriedigen. Als erster hat eine solche Theorie E. Reifiner' entwickelt, deren 


| 1 FE. Reiner, J. Math. Physics 23 (1944), S. 184; E. Reifner, J. Appl. Mech. 12 (1945), 5S. A 68; 
t E. ReiZner, Quart. Appl. Math, 5 (1947), S. 55. 
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Grundgedanken vor kurzem in einer Arbeit von Schafer! wiedergegeben wurden. Reifner geht 
unter Wahrung der Cauchyschen Gleichgewichtsbedingungen von der einfachen, nur fir 
G, = E, = oo giiltigen Annahme aus, da die Spannungen o,, Oy, Tx y linear und die Quer- 
schubspannungen T,,, Ty, parabolisch iiber die Plattendicke verteilt sind. Mit FE, = E und 
G, = G erfiillen die diesen Spannungen entsprechenden Verzerrungen die Vertraglichkeitsbe- 
dingungen natiirlich nicht, man kann sie aber mit Hilfe desCastiglianoschen Prinzips im Mittel 
iiber die Plattendicke erfiillen. Aus den Minimalbedingungen fiir die Formanderungsarbeit 
folgt ein erweitertes Differentialgleichungssystem, welches alle drei Randbedingungen zu er- | 
fiillen gestattet. | 

Reifner beriicksichtigt in seiner Theorie nicht nur die Querschubverzerrungen (G, = G), 
sondern in gewissem Grade auch die Querzusammendriickung (E, = E). Da er aber gleich- 
zeitig fiir die Spannungen o,, oy einen linearen Verlauf annimmt, so wird aus dem gesamten 
EinfluB der Querzusammendriickung in einer Art Fourieranalyse nur der zur Plattenmittel- 
ebene antimetrische Anteil herausgeschalt, der ziemlich unwesentlich ist. Setzt man in der 
ReifBnerschen Rechnung E, = oo, so erhalt man in seinen Gleichungen nur geringfiigige, mit 
der Querkontraktionszahl y als Faktor behaftete Korrekturen. Es scheint deswegen zweck- 
maBiger zu sein, nur die Querschubverzerrungen zu beriicksichtigen, was zur Gewinnung von 
drei unabhangigen Randbedingungen notwendig und hinreichend ist. 

Eine andere Theorie dicker Platten, in der zwar allein die Querschubverzerrungen, aber 
wieder nur naherungsweise beriicksichtigt sind, hat Hencky? aufgestellt; er geht vom Kinema- | 
tischen aus, wobei er eine iiber die Dicke der Platte konstante Querschubverzerrung zulaBt 
und die Cauchyschen Gleichgewichtsbedingungen nur im Mittel mit Hilfe des Prinzips der vir- 
tuellen Verriickungen erfillt. 

In der vorliegenden Arbeit wird nur die Querschubverzerrung beriicksichtigt. Dieses Teil- 
problem wird aber hier exakt gelést, da wir zu Formen der Querschubverzerrungen gelangen, 
die sowohl den geometrischen Vertraglichkeits- als auch den Cauchyschen Gleichgewichtsbe- 
dingungen geniigen. Es wird ein erweitertes Differentialgleichungssystem hergeleitet, welches | 
dem Reifnerischen ahnlich, zum Teil einfacher und allgemeiner ist. Die gréBere Mannigfaltig- 
keit der Lésungsformen kénnte sogar zu einer sich nicht nur auf die Mittelwerte erstreckenden 
Erfiillung der Randbedingungen herangezogen werden. 


2. Bezeichnungen, Voraussetzungen der verallgemeinerten Theorie. Es sei eine ebene Platte 
von der Dicke 2h gegeben, die auf der Oberflache z = —h durch Flachenkrafte p(x, y) belastet 
ist. Fiir die Komponenten des Verschiebungsvektors und des Spannungstensors fiihren wir die 
iblichen Bezeichnungen ein, die in Abb. 2 eingetragen sind. 

Kinen Teil der Voraussetzungen der hier zu entwickelnden Theorie, die sich auf die elasti- 
schen Eigenschaften der Platte beziehen, haben wir schon in der Einleitung eingehend be- 
griindet. Wir bleiben also hier bei der Kirchhoffschen Vorstellung der Starrheit der Platte in 
z-Richtung (E, = ov), die fiir verteilte Oberflachenbelastungen ausreichend genau ist, und be- | 
riicksichtigen nur die Querschubverzerrungen, indem wir G, = G = E/2(1+ 1) einfiihren. Auf | 
diese Weise erhalten wir im Hinblick auf (1) fiir die Verzerrungen und Spannungen folgendes 
Elastizitatsgesetz : 


U8 Ph, amet 
ener ed ea TEN ChE 6 orange 4 
E E * ind 
Ope eee) Oy = > — ley +7 ex) - (3) 
Die Normalspannung o, kann man wegen E, = oo durch die Verzerrungen nicht ausdriicken, 
sie mu aus Gleichgewichtsbedingungen gefunden werden. Aus der Annahme E, = ov, ¢, = 0 
folgt noch, daB die Verschiebungskomponente w von z unabhangig ist : 
w= w(x, y). (4) 


Die eben ausgesprochene Voraussetzung iiber das elastische Verhalten der Platte reicht 
noch nicht aus, um unsere Plattentheorie aufzustellen. Dariiber hinaus werden wir solche Lé- 
sungen suchen, die von der Annahme einer von x und y unabhangigen Verteilung der Span- 


1 M. Schafer, Z. angew. Math- Mech. 32 (1952), S. 161. 
2 H. Hencky, Ing.-Archiv 16 (1947), S. 72. 
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nungen 0,, T,,, Ty, tiber die Plattendicke ausgehen, fiir die also Produktansatze von der Form 


0, = p(m y) file); (5) 
Vx3 = Q. f2(2) ? Ty, = Qy fe (2) (6) 


gelten. Die Uberlagerung der hieraus folgenden Lésungen kann natiirlich einen verdnderlichen 
Verlauf der Spannungen o,, T,,, Ty, ergeben, da verschiedenen Lésungen auch verschiedene 
» Verteilungsfunktionen“ fi (2) und f,(z) entsprechen kénnen. Uber die Gestalt dieser Funk- 
tionen sagen wir noch nichts aus; f,(z) soll im allgemeinen weder eine Parabel wie bei Reiner, 
noch eine Konstante wie bei Hencky sein. Wir werden diese Funktionen so bestimmen, daB sie 
sowohl den Vertraglichkeits- als auch den Cauchyschen Gleichgewichstbedingungen geniigen. 
_ Aus den Gleichgewichtsbedingungen an der Plattenoberflache, die nur bei z= — h durch 
Druckkrafte p(x, y) belastet ist, erhalt man sofort folgende Grenzwerte fiir f,(z): 


f(z) =—1 bei ee 
ie) Othe est h,| 


(7) 


Bad wegen t,, —=t,, = 0 


(8) 


Je(By)dax dy 


Abb. 2. Spannungen am Volumenelement dx dy dz Abb. 3. Schnittkrafte am Plattenelement 
einer Platte. dxdy-2h. 


die Funktion f(z) wollen wir so normieren, daB® Q, und Q, im Ansatz (6) die gesamten Quer- 
<rafte in den Schnitten x = konst. und y = konst. sind (Abb. 3): 


“ +h 
OP e242 an Oy = J ty: dz. (9) 


[R@ a1 (10) 


in mu8. Die Funktion f,(z) gibt somit das Gesetz an, nach dem die Querkrafte iiber die Plat- 
endicke verteilt sind. 

' Die in den Ansatzen (5) und (6) enthaltene Voraussetzung bringt keine weitere Kinschran- 
jung fiir den Genauigkeitsgrad der Theorie, die wir hier entwickeln wollen, und bestimmt ledig- 
ich die Form der Lésungen, die wir erhalten werden. Nur die den Gleichungen (3) zugrunde 
vegende Voraussetzung iiber die Starrheit der Platte in z-Richtung (E, = co) schrankt den 
jiltigkeitsbereich unserer Theorie ein auf Platten nicht sehr gro®er Dicke und auf Plattenbe- 
lsiche, die nur durch verteilte Krafte belastet sind. 


| 3. Gleichgewichtshedingungen und Spannungs-Verschiebungsgleichungen. Die Cauchy- 
vhen Gleichgewichtsbedingungen an einem Kérperelement lauten bekanntlich bei Vernach- 
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lassigung der Massenkrafte folgendermafgen (Abb. 2): 


00x | OTx y | OGer as 0 
ox | Oy ' Oz : 
OTx ¥ doy | Oty z ids 0 

ox | Oy 19 Oz ’ 
OTx 2 | OTy z | 00x Ab 0 , 


(11) 


ox | dy ' Oz J 
Fiihrt man die Ansiitze (5) und (6) in die dritte Gleichgewichtsbedingung ein, so erhalt man 
0Qx , A d 
(Ft) HOt PHD ee (12) 


Daraus folgt, daB f,(z) der ersten Ableitung von f,(z) nach z proportional sein muB. Um der 
Normvorschrift (10) zu geniigen, miissen wir 


Oe (13) 
setzen; denn dann ist in der Tat bei Beriicksichtigung der Grenzbedingungen (7) 
+h +h +h 
[Al a= [Safe | =1, 
-h = ss 


und die Gleichung (12) geht in die Gleichgewichtsbedingung an einem Plattenelement (Abb. 3) 
iiber : 

0Qx , OQy & 

oealeay + p(x, ¥) =9. (14) 
Wir haben jetzt also nur eine unbekannte Verteilungsfunktion f,(z) zu bestimmen, die wegen 
(7), (13) und (8) den Grenzbedingungen 


fi(®=—1 bei z=—h, f,(%)=0 be z=th, 
(15) 


a =( ber 2z=+h, 


geniigen mus. Damit sich ein geometrisch méglicher Verschiebungszustand ergibt, driicken 
wir jetzt die Verschiebungskomponenten durch f,(z) aus. Aus dem Elastizitatsgesetz 


du, Cw 2(l a?) 


eae ae One SR. E Tx 29 
2) 0.) Cw. 22 a) 
"y8— 9, ' Oy ES ee 


folgt durch Integration mit (6) und (13) und unter Beachtung, da w von z unabhangig ist, 
dw , 2(1+ 
ga EE) Ot um De 


Ow y 
Pay a f(z) Qy + %(%, 9) - 


u= 


(16) 


v= 


Hier sind uy(x, y), U(x, y) die von z unabhangigen Integrationskonstanten, Q,, Q, die ebenfalls 
nur von x und y abhangigen resultierenden Querkrafte am Plattenelement. 


Aus (16) erhalt man durch Differentiation die Verzerrungen | 


Our Ow , 21+) 0Qx , Ou 
3p oe prone 2) egestas gigs 
TCO ee 0? w 2(1-+ 1) 0Q Ov 
ey Oy ae ay? E fi (2) By By ? ; (17) 
du , Ov 0? w 2(1+ 7) 0Q 0Q du dv 
See, | = bs | Ne ny. 0 0 
Oe: dy | ax ys ay | E f(y zi 5) | dy | Ox 
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und hieraus mit Hilfe des Elastizitatsgesetzes (2) und (3) die Spannungen 


Ez /0?w O?w 2 0Q ow E du ) 
e¢ | ie % of g 
Ox ae (a | a) 1 hi) (Fe ey | ie bee rm) 
Ez 0?w 07w 2 0Q 0Q E Ou 0 | 
_s | x i v 
Us 1 — 7? (» ax? | 538] | — pial?) (» Ox oy) 1— (» Dx | 33) 4 Uz) 
ay Ez 0? w ) [OQ dQy E du dv | 
Tx y ip ae el ) Aus dy fil)( dy 3) 2(1 +») Ge 5): | 


Driickt man die Querschubspannungen (6) gemaB (13) ebenfalls durch die Funktion f,(z) aus 
also 


df, (z) d 
Fes ce =O (19) 
| und fithrt dann (18) und Nes in die ersten beiden Bedingungen (11) ein, so erhalt man 
Ez dAw f, (2 ) 0? Ox | 1 —v 0? Qx 1+ @Qy 
1—v? Ox = —yrt axe | 2 oy? 2 Ox | 
E Guy (LP Ou 7 Lar cx, LQ a = 
1— 2?) ax? | 2 dy2 ' 2 dx dy y 
2 (20) 
Ez 0Aw (z 5 02 ey | l—yp 0 Qy i + Vv 0? Qx 
1— vv dy | i a 2 petal De OXON, 
E Ov = as Oto) Wate eOe tt LQ a 
T1— vr lay? | Ie one 2 Ox dy 40 


_Zusammen mit der Gleichgewichtsbedingung (14) und den Grenzbedingungen (15) fir f,(z) 


bilden diese Gleichungen ein vollstandiges System, aus dem sich die Lésungsformen fiir samt- 


liche méglichen Spannungszustande der Platte ablesen lassen. Um dieses Gleichungssystem 
exakt auflésen zu kénnen, mu’ man die Funktion f,(z) so bestimmen, daB sie den Grenzbe- 


| dingungen (15) geniigt und ein identisches Verschwinden der linken Seiten in (20) méglich 
-macht. Wie leicht einzusehen [wir werden das spater auch bestatigt finden, vg]. Formeln (22) 
/ und (77)], erhalt man infolge dieser Bedingungen fiir f,(z) zwei grundsatzlich verschiedene For- 


men, je nach dem, ob in (20) die in zlinearen, d. h. die Durchbiegung w enthaltende Glieder von 


| Null verschieden sind oder nicht. Wir miissen also zwei Hauptgruppen von Zustanden getrennt 


behandeln: den ersten, bei dem sich die Platte durchbiegt, und den zweiten, bei dem sie eben 


bleibt (w = 0), ohne daB® der Spannungszustand dabei eben sein wird. Diese beiden Haupt- 


gruppen umfassen als Sonderfalle auch die Zustande fiir p= 0, bei denen also die Platte nur 


durch Randkrafte belastet ist. Die Funktionen uy und v) sind immer so zu bestimmen, daB 
keine ebenen Spannungszustande entstehen, die wir aus unseren Betrachtungen ausschliefen 


wollen. 


Die Reifnersche Theorie umfaBt ebenfalls die beiden Hauptzustande, nur kommen sie bei 


ihm infolge der summarischen Erfiillung der Vertraglichkeitsbedingungen nicht ganz deutlich 
'zum Vorschein. Die Kirchhoffsche Theorie kennt natiirlich wegen der Vernachlassigung der 
Querschubverzerrungen nur den Zustand der gebogenen Platte. Den anschaulicheren Biege- 
fall wollen wir jetzt als ersten eingehend untersuchen. 


4, Differentialgleichungen der gebogenen Platte. Im Falle der gebogenen Platte sind die 
Ableitungen von Aw nach x und y im allgemeinen von Null verschieden. Damit enthalten die 
Gleichungen (20) auBer den Gliedern mit f,(z) und f/(z) als Faktor noch in z lineare und von z 
unabhangige Terme. Die Gleichungen (20) kann man also nur dann identisch erfiillen, wenn 
sich die Funktion f,(z) aus einer Konstanten, aus einem in 2 linearen Anteil und schlieBlich aus 
einem Anteil, der seiner zweiten Ableitung nach z proportional ist, zusammensetzt. Mit an- 


deren Worten, f,(z) muB die Gestalt haben 
fi (2) = % + % F+ Me Gin + + a; Coj—, (21) 


wo I noch eine Unbekannte GréBe von der Dimension einer Linge ist. Statt der hyperboli- 
schen Funktionen im Ansatz (21) kénnten wir auch Kreisfunktionen wahlen; nur wird man 
dann in praktisch wichtigen Fallen fiir / einen imaginaren Wert erhalten. 
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Die Konstanten dp, a), d,, a, bestimmen wir so, dab die Grenzbedingungen (15) erfiillt sind 
und erhalten dann fiir f,(z) die Gleichung 


Zz h Zz 
1 Tae rien 
Co} Sin 
l l l 
Wir bilden noch die zweite Ableitung nach z 
* z 
@f(z) 1 ida (23) 
dz 20 


h h h 
i Coj i Cin i 


und betrachten jetzt die Gleichungen (20) mit (22) und (23). Damit die linken Seiten der 
Gleichungen (20) identisch gleich Null sind, miissen die Anteile mit 2° als Faktor fiir sich ver- 
schwinden. Aus dem Nullsetzen der von z unabhangigen Anteile folgt 


079 aw 079 pela? Ort tet) e207 1—9 OQ. , l= 070y 

Ox? | 2 Oy? " 2 Oxdy  E | Ox? a 2. Oy? 2 Ox ayis o)| 
0? v% l—vdervy , l+v uy 1+ v[eQy , 1—» 07Qy si 1+» 0?Qx (24)| 
oy? D~ Oee a 2 oxdy  E dy? ' 2 ax? 2 0x dy|- 


Faft man hier die Verschiebungen up, vy als Funktionen der Querkrafte Q,, Q, auf, so erhilt 
man folgende Partikularlésungen der Gleichungen (24): 
l+y l+y | 
(= 9) =F" O(a), v9(% y) =2**2O,(xy). (25) 
Mit diesen Lésungen werden die Verschiebungen wu, v, die Verzerrungen €,, €y, xy und die 
Spannungen 6,, dy, Try bei z = 0 ebenfalls gleich Null, wovon man sich auf Grund der Glei-| 
chungen (16) bis (18) mit (22) und (25) leicht ittberzeugen kann. Die Partikularlésungen (25)| 
geben somit den Verschiebungs- und Spannungszustand der ,,Platte‘‘ wieder. Die Lésungen 
der homogenen Gleichungen (24) (mit Q, = Q, = 0) haben die Form 


ub — Asin Bx GinBy, vt — — A cos B x Gof By usw. 


0 


und sind maSgebend fiir den ebenen Spannungszustand der Platte, der fiir uns nicht in Be-| 
tracht kommt. 

Nun setzen wir in den Gleichungen (20) die Anteile mit z und Gin(z/l) als Faktor gleich Null| 
und erhalten dann aus jeder von ihnen je zwei der folgenden Gleichungen: 


Ox? F 2 Oy* 


Ube: 
EM0A~ 1 ey Sli 00. 
1—v Ox ropes h | 


a oe 
2 2 


h men h Ox fa) vf 
Pie asr an er eh (26) | 
1 [20x Va 0 On Le Oy Paul 
Tae ay 2 oye 85 iz os gpQe=9 
und 
us h 
A WERt tone 1 Oa e La 8Qy +e oo) =0 
1—r 0 Ly Th h 2 2 ; i 


1 [@Qy , 1—v@Qy , l+y aQ, 1 ® 
ede 2 dx? ds 2 ax 254 2 aamiens 


Zu diesen Gleichungen kommt noch die Bedingung (14) fiir das Gleichgewicht der Krafte in 
z-Richtung an einem Plattenelement, die wir hier nochmal aufschreiben wollen: 
0Qx , dQ 
oy ade a Eee (28) 
Aus diesem vollstandigen Gleichungssystem fiir w, Q,, Qy und die noch unbekannte Linge 1| 
wollen wir jetzt einfachere Differentialgleichungen fir die gebogene Platte ableiten. Elimi- 
niert man die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke in den Gleichungen (26) und (27), | 
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so erhalt man 


Opes K(I) =e 0, oft Kw 0Aw 


(29) 
»mit der Abkiirzung 
BK (U)ee 


ieahe (30) 


-Fihrt man nun die Werte (29) in (28) ein, so erhalt man die Differentialgleichung fiir die Durch- 
biegung w 


K(l) dAw= p(x, y), (31) 
die sich von der iiblichen Plattengleichung 
K AAw= p(x, y) (a) 


nur dadurch unterscheidet, da® hier an Stelle der Biegesteifigkeit K = 2 h3/3(1—»?) infolge 
des nichtlinearen Spannungsverlauf iiber die Plattendicke eine ,,verallgemeinerte’’ Biege- 
steifigkeit K(l) von der Form (30) tritt, die von einer noch unbekannten Gréfe | abhangt. Um 
diese GréBe zu bestimmen, kehren wir zu den Gleichungen (26) und (27) zuriick, aus denen wir 
bis jetzt nur die Ausdriicke (29) abgeleitet haben, die aber noch keinen vollstandigen Ersatz 
‘fiir die Ausgangsgleichungen bilden. Wir fiihren nun die Ausdriicke (29) in die ersten oder die 
zweiten Gleichungen (26) und (27) ein und erhalten in beiden Fallen 


04Aw , 1 —»v Aw 
Ox ri UE OS 
04Aw , 1—vddw | 0 
oy 212 dy : 
Das Gleichungssystem (29), (31) und (32) [mit der Abkiirzung K(l) (30)] ist dem Gleichungs- 
system (26), (27) und (28) vollstandig gleichwertig und stellt bei Zugrundelegung kartesischer 
) Koordinaten die gesuchte Lisungsform fiir die gebogene Platte dar. 
Die Gleichungen (32) kann man als die Bestimmungsgleichungen fiir die GréBe | betrachten. 
Da aber | nach Voraussetzung eine konstante Gréfe sein soll, so folgt aus ihnen zugleich, daB 
die Funktion w(x, y) und wegen (31) auch die Lastfunktion p(x, y) zu einer bestimmten Klasse 
-von Funktionen gehéren miissen. Bei Zugrundelegung der hier gewahlten kartesischen Ko- 
) ordinaten gehéren zu dieser Klasse offenbar die Kreis- und die Hyperbelfunktionen und Pro- 
dukte aus ihnen in der Art 4 


=0, 


(32) 


w=w,snax, w=wesinpy, w—w, gsinaxsin By usw. | 


P=Pp,sinax, p=pgsinBy, p=PpygsinaxsinBpy usw. | 

| Eine vorgegebene Lastfunktion p(x, y) muf also bei Anwendung unserer Methode nach diesen 
| Funktionen zerlegt werden. Eine allgemeine Bedeutung haben nur die in (33) angefiihrten 
Kreisfunktionen, da sich jede Lastfunktion fiir Platten endlicher Abmessungen durch eine ein- 
»fache oder doppelte Fourierreihe darstellen 14Bt. Die Notwendigkeit einer Fourierzerlegung 
‘der Lastfunktion bedeutet praktisch keinen Nachteil unserer Theorie, da auch bei Anwen- 
i dung der Theorien von Kirchhoff oder Reifner fiir die Zahlenrechnung solche Zerlegungen fast 
immer vorgenommen werden. 

Der Rechnungsgang bei Anwendung unsere Methode gestaltet sich folgendermaSen: Fiir 
ijedes Glied der Fourierreihe ist zunachst aus (32) der zugehérige Wert 1,, 1; oder 1, , zu be- 
»rechnen, sodann ist die Gleichung (31) fiir jedes Glied mit K(/,) = K, usw. zu integrieren. Bei 
‘der Summation der einzelnen Glieder in den Reihen fiir die Verschiebungen und Spannungen 
muB8 man schlieBlich beachten, daB jedem Glied ein anderes / entspricht. Diese Rechnung ist 
‘einfacher, als sie auf den ersten Blick zu sein scheint, da sich die Gleichungen (32) fiir w(x, y) 
snach (33) auf die Gleichung 


(33) 


(34) 


| i= 
reduzieren, und das hat wesentliche Vereinfachungen in den Formeln fiir die Verschiebungen, 
© Spannungen und Schnittkrafte zur Folge. 

- Legt man z. B. die Polarkoordinaten zugrunde, so wird die Klasse eo zulassigen Funktionen 


«durch Kreis- und Zylinderfunktionen gebildet. 
| 


| 
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Unsere Methode ist auch ohne Fourierzerlegung anwendbar, wenn die Lastfunktion eine 
Konstante ist. Wegen (31) ist dann auch AAw= konst. und aus (32) ergibt sich hierfiir 1 = oo, 
Diesen Sonderfall, der auch fiir die miglicherweise vorhandene Konstante in einer Fourierzer- 
legung der Lastfunktion von Bedeutung ist, wollen wir im nachsten Abschnitt besprechen. 


5. Gebogene Platte mit konstanter Flichenbelastung; Sonderfall der homogenen Lésungs-~ 
form der gebogenen Platte (p= 0). Wie schon erwahnt, ist fiir p= py= konst. und dement- 
sprechend AAu =konst. die GréBe 1 nach (32) gleich unendlich. Fiir 1 — oo, h/l > 0 strebt 
aber die verallgemeinerte Biegesteifigkeit K (/) nach (30) wegen 


h h hs 
Ou Clees Lon 
PNT ee 
dem Wert der iiblichen Biegesteifigkeit zu: 
: E2 he 
nee K (1) 31) Ka (35) 


Gleichzeitig nimmt die Funktion f,(z) nach (22), wie man leicht zeigen kann, die ausgeartete 


Form an 
Oke Al if. alle (36) 


die in der Reifnerschen Theorie auch fiir eine beliebige Belastung angenommen wird. Dieser 
Funktion entspricht nach (13) eine parabolische Verteilungsfunktion fiir die Querschubspan- 


see 
£=2 = a1 —(z)]- (39) 


Wir wollen von jetzt an alle Verschiebungs-, Verzerrungs- und SpannungsgréBen, die der 
Partikularlésung der Gleichung (31) fiir die gebogene Platte entsprechen, durch ein hochge- 
stelltes eingeklammertes p kennzeichnen. Diese Vereinbarung miissen wir treffen, um die 
Partikularlésungen der gebogenen Platte von den homogenen Lésungen und den Lésungen fir 
die eben bleibende Platte unterscheiden zu kénnen, fiir die wir andere Kennzeichnungen ein- 
fiihren werden. Dementsprechend schreiben wir die Gleichung (31) mit K(co)= K und p = p, 
folgendermafen: 


K AAw'?) = p, . (38) 


Wir geben hier keine speziellen Partikularlésungen der Gleichung (38) an, die an sich leicht zu 
finden sind, sondern driicken die mechanisch interessierenden Gré8en durch w'?) aus. 


Fiir die Querkrafte erhalt man aus (29) und (35) 


dA w) OA wl?) 
()) = = IK (9) = Kee 


Fiir die Verschiebungen u und v ergibt sich aus den Gleichungen (16) mit (25), (36) und (39) 


(39) 


a) ow 3 y)] at a)? |e Ode) 
vo) — 20 3042 1/5") pul | 
Oy i a \ ayers 


Die ersten Glieder der rechten Seiten gelten auch fiir G, = 00, die zweiten Glieder ergeben sich 
aus der Beriicksichtigung der Querschubverzerrung. 

Die Verzerrungen erhalt man entsprechend aus den Gleichungen (17) oder unmittelbar 
durch die Differentiation der Gleichungen (40) zu 


O2w'P) 3(1 +) , 1 3 aA (p) 
Pm Se ee 
aN z Ox 2E | h 3 ( :) | K Ox? 5 
2ay(P) Sih 3 ( 
spt ye 3(1+%)[2 fz aw) . (41) 
# y 2E \|h 3 \h dy 
aw'P) 3(1+)[z 1/2\'| , Aw?) 
(p) — 9 z Aw 
aes * Ox Oy E h eat roy 5 
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Die Gleichungen fiir die Spannungen oP), ow), TP P) findet man entweder aus (18) mit (25), (36) 


und (39) oder aus den Beziehungen (41) fiir die ecrerrancen mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes. 
Beriicksichtigt man noch die Plattengleichung (38), so nehmen sie die Form an 


Ez [o?w'? 02 w'P 3 1 3 2 Aqp(P) 

oP) | cd z 027 Aw yp 

| eer Grae Li seal seme 757 
Ez (02w'?) 92 P) 3 | 1 3 a tin ; 

o'P) — = peace % J & Aw yp 

: rare aye Ox? 2 cE 3 (i) |x ays yn): ma 
ae O2w'P) 3 z 1 3 a2A (p) 

7'P) — a(il nes z Aw 

“ r— 2 ”) Fx dy Li 3 (i) |x Ox dy © 


(Zur vollstandigen Beschreibung des Spannungszustandes geben wir noch die Formeln fiir oP) 
; ind fiir die Querschubspannungen an. Aus (5), (19), (36) und (39) folgt 


onal 
r= — KS |1—(2)] 40", (13) 


3 z dAw'?) 
ies Abia 
“Zur Kontrolle der Beziehungen (42) und (43) kann man sie in die Cauchyschen Gleichgewichts- 
pedingungen (11) einsetzen und man iiberzeugt sich leicht, da sie diese Bedingungen in der 
at erfiillen. Aus (42) sieht man, daB die Spannungen, die parallel zur Plattenmittelflache 
Wirken, nicht linear iiber die Dicke der Platte verteilt sind, wie das aus der Kirchhoffschen 
Wheorie folgt und wie dies auch Reifner voraussetzt. 

_ SchlieBlich wollen wir noch die Gleichungen fiir die Resultanten des Spannungszustandes 
vervollstandigen, von denen wir bis jetzt nur die fiir die Querkrafte (39) angefiihrt haben. Die 
a iege- und Drillmomente (Abb. 3) errechnen sich mit Hilfe der Gleichungen (42) zu 


+h 
r 22w(P) O2wP) 4 hz. 02Aw) Dale 
Mee) — | (P) z dz= ( apes bs : 
peer ole eee 5 ax2 Smee 
ae hs 
; a2wP) a2w(P) 4h? _, Aw?) 4 h2 
Y= (Pp) == Zz 44, 
M‘ | 2 dz Bee a z K ay sl Po” (44) 
aay 
' aw?) 4h? ,, a2 Aw?) 
(2) (Pp) = 
ee | Tey” We Senet) Ox Oy 5 Ox Oy 
=f ‘ 


\Damit haben wir alle Berechnungsformeln fiir den Spannungszustand der gleichmabig belaste- 
ten Platte aufgestellt. Fiir p = 0 ist darin der Fall der unbelasteten Platte (homogene Lésung) 
bnthalten. Die homogenen Lésungsformen der gebogenen Platte wollen wir durch ein hochge- 
stelltes h kennzeichnen. Demnach soll w() irgendeine Lésung der homogenen Gleichung 


AAw'*) = 0 (45) 


hein. Die Gleichungen fiir die Querkrafte, Verschiebungen und Verzerrungen haben im Falle 
» = 0 dieselbe Form wie die Gleichungent (39), (40), (41) fir p = 0, nur ist jetzt statt (p) das 
Zeichen (h) einzusetzen. Die Gleichungen fiir die Spannungen o,, oy und fiir die Schnittmo- 
mente M,, M, werden durch Wegfall der letzten Glieder einfacher. 

Das Bohlen der durch Randkrafte gebogenen Platte ohne Flachenbelastung wurde bereits 
frither von Love! ohne der Voraussetzung E,— oo gelést. Zum Vergleich bringen wir seine Er- 
cebnisse fiir die Schnittmomente in unserer Schreibweise : 


2ay(*) d2a'") 8+y oe 
| | 2 
poe Ure Oy? iia 0 area 


9 


M®=— K (? 


1 A, E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat (deutsche Ausgabe), S. 544. 
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a2aw(*) a2") Wade ee a2Aw"") 
MG) K( ay? -+Y x2 | 10 Wk Aay * 
aw") gt» a2Aw'") 
hh) ; 2 vow 
WS asst ) 0x Oy 10 te Oxdy ° 


DaB in der Forme] von Love fiir M@ (und entsprechend fiir M\)) + 0?Aw/dy? statt — 0A w/Ox* | 
steht, hat wegen AAw(*) =0 nichts zu bedeuten. Wichtig ist, daB die Faktoren vor den | 
Korrekturgliedern sich nur um 1-+/8 unterscheiden, was die Zulassigkeit der Arbeitshypo- | 
these E, = o bestatigt. 

Auch der Sonderfall der Biegung einer Platte mit konstanter Flachenbelastung 1aBt sich | 
noch exakt lésen. Da diese Rechnung ziemlich umfangreich ist, schreiben wir nur das Er-| 
gebnis auf: 


usw. (46) | 


a2wlP) a2w(P) i a2 Aw?) (4+) ¥ 75 

Cie ey els 10 es Ox? Ten ee 
Der Vergleich mit den Gleichungen (44) zeigt, daB die angenaherte Theorie auch fiir verteilte | 
Flachenbelastung ausreichend genau ist. Das zweite Korrekturglied (der letzte Term in den | 
Formeln fiir M) und M()) ist allerdings nach der angenaherten Theorie fast zwei mal so gro8 
wie nach der exakten Rechnung. Beriicksichtigt man aber, daB py = K AAw) ist und faBt die | 
Korrekturglieder in (44) und (46) zusammen, so erhalt man fiir M(?) nach der angenaherten | 


M() = K( 


Rechnung 


4 h? Aw , 5 Caw 
5(1— ») ( ax?! oy? ). 


nach der exakten Rechnung 


4h? lf, __ 30) 240”) | al eee 
bt) 8 Ox ee r 4 dy? 


und entsprechend fir M(). Hieraus erkennt man, da die angenadherte Rechnung einen | 


gréBeren Fehler nur fiir die mit » als Faktor behaftete Ableitung von Aw?) im Korrektur: | 
glied lefert, und das ist auch dann unwesentlich, wenn diese Ableitung grof ist im Vergleich 
zur Ableitung nach der anderen Koordinate, weil dieser Fehler dann nur fiir das kleinere | 
Schnitthiegemoment von Bedeutung ist. 


6. Partikularlésungen in Fourierreihen fiir die durch nicht gleichférmige Flaichenlaster 
gebogene Platte. Die von uns aufgestellten Differential gleichungen (31) und (32) fiir die gebogene 
Platte kénnen infolge der Bedingung /= konst., wie im Abschnitt 4 bereits ausgefiihrt wurde, 
auBer durch die Lastfunktion p(x, y)= konst. noch durch Lastfunktionen erfiillt werden, die 
sich aus Kreis- oder Hyperbelfunktionen zusammensetzen. Der Rechnungsgang ist fiir beide 
Funktionenarten der gleiche. Da aber belicbige Lastverteilungen auf Platten endlicher Ab- 
messungen sich im allgemeinen nur (in Form von Fourierreihen) durch Kreisfunktionen dar- 
stellen lassen, so bringen wir die Ergebnisse nur fiir diesen Fall — es ist der schon frither von | 
Woinowsky-Krieger + exakt (E, = E) behandelte Fall. Unsere Ergebnisse sind infolge der 
Arbeitshypothese E, = co weniger exakt, dafiir aber fast ebenso einfach wie die nach der | 
klassischen Plattentheorie. 

Wir nehmen also an, daB die Lastfunktion in Form einer Fourierreihe 


p(*, ¥) = 3) DS) p&, cos Om % cos Bn ¥ +S) SY p®, cos Om X sin Buy 


+3 SY ph sin ax cos Ba y+ 3) Sp), sin am x sin By ¥ (47) | 
gegeben ist mit 
ao ™ It _ nim 
Nileeatoe 8 Pre (48) 
m,n =0,1,2,..., jedoch nicht gleichzeitig gleich Null. 


Die Langen 2@ und 26 sind die halben Langen der Entwicklungsintervalle in x und y-Rich- 
tung. Das méglicherweise vorhandene konstante Glied in (47) haben wir hier weggelassen, da | 
der dazugehérige Spannungszustand bereits im vorhergehenden Abschnitt berechnet wurde. 


Silvey O Sh Wl). 
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Von der Reihe (47) wird angenommen, daB sie konvergiert, d.h. da8 ihre Koeffizienten bei 
wachsenden m, n zumindestens wie die erste Potenz von 1/m n (oder von 1/m bei n= 0 und 1/n 
bei m = 0) abnehmen. 


Entsprechend der Plattengleichung (31) mit noch unbekanntem K (1) muB die Durch- 
biegungsfunktion w (x, y) fiir p (x, y) nach (47) die Form haben 


) wP)(x, ¥) = SSW. cos tm x Cos Bry + Y SY WE? cos om % sin Bn ¥ 


| +>» » W) sin dm % COS Bn y¥ + YY W™ sin om % sin Bu - (49) 
Fihrt man diesen Liésungsansatz in (32) ein, soerhalt man fiir die Langenl= I,,, die Gleichung 
ibe 
om + Ba — sa = 0 
oder 
hey: 1 2(1—») ab 
Linh 2 af +p = ar (50) 
Uf fp Sf fi 
| b 
‘Damit schreibt sich der Ausdruck (30) fiir die ,,Biegesteifigkeit K (l,j) = Ky, in der Form 
| E h 
Kinn = pap? Inn h — Inn &Q =— (51) 
oder 
E h — Imn Tq ls 
(Gere = 1 an y a2 + B2 . (51a) 


Jetzt fiihren wir die Reihen (47) und (49) in die Plattengleichung (31) ein und erhalten fiir 
lalle vier Amplituden W,,,, der Durchbiegungsfunktion unter Weglassung der Zeichen (1), (2) 
‘usw. die gleich gebauten Formeln 


= ae Pmn 
Wine Ke (a2, at B2)* 0) (52) 


; der mit (5la) 
— l+y Pmn 
© Th = Inn Zq-* |(03,++ 82) 


(52a) 


swomit die Durchbiegung der Platte vollstandig bestimmt ist. 

|. Bevor wir jetzt zur Berechnung der Verschiebungen u, v, der Verzerrungen €,, &y, xy und 
der Spannungen 0,, dy, Tx y ibergehen, wollen wir ganz allgemein zeigen, wie sich die zugehérigen 
{Berechnungsformeln (16) bis (18) fiir Durchbiegungsfunktionen (49) vereinfachen, da sich fiir 
lsolche Funktionen die beiden Gleichungen (32) auf die eine vereinfachte Gleichung (34) redu- 
izieren. Aus (16), (22), (25) und (29) erhalt man zuniachst fiir die Verschiebungen u und v die 
‘Beziehungen 


: l cin= 
(fe = eh 
Sipe 
bin l+y Gof l 0Aw 
OS a Hee Ve rae 
1 Gin — 
Sear T, 
vei 
Aye i 2-180) Coj l 0Aw 
ee p—KOS. 
J h —1Xq e 


Gh» 
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Mit K (1) nach (30) folgt hieraus 


z 
en | Ee Ta een 
u=— 2 3 ° | 
aay ik | 
Ox 1—y» Gof + Ox | 
hs Ma hn | iin’ SERA fa 
ov l1—y»y Co + oy 


Beachtet man schlieBlich (34), so gelangt man zu ganz einfachen Formeln fiir die Verschiebungs~- 


komponenten u, v: 


ee, ; z 
an sa: ae a eer, dw (53)) 
Coe Fe 


l l 

Entsprechend kann man auch die Gleichungen (17) und (18) fiir die Verzerrungen und Span-- 
nungen umformen. Diese vereinfachten Gleichungen kann man aber auch unmittelbar aus: 
(53) durch Differentiieren und durch Einsetzen in das Hookesche Gesetz (2) und (3) ableiten... 
Man erhalt | 


ome ae ge ee 2 | 
x 2? y 2? OC a a ear a 
Coit ** Wee Bye | 
und 
ee td | 
“hee E a o} (aan oy 33] 
1— Go 2 Gx® Gye” 
1 Gin = | 
ee E aes L (dw Ly 0?w CF 
y |] — vy? Coj (553 az) ? : 
at ee A 
Toe y ‘ 
y 1 — Coj a Ox Oy 
SchlieBlich stellen wir auch die Gleichungen fiir die Schnittmomente auf. Mit 
+h 
anes h h 
[- Sint de =21 Gof [A— Z37| 
Zh 
und mit K (1) nach (30) folgt aus (55) 
+h 
ili 0*w 0? w 
M.= | 052 d= — K() (55 58) 
= 
+h 
2 02 \ 
My= | oyzde=—KO) (55 +953) (56) 
=i 
+h 
: 32 
Mey = | Tay da= —K()(1—) oo, 
=i 
Die Querkrafte errechnen sich nach wie vor aus den Gleichungen (29). 
Fir die Funktionen p(x, y), w(x, y) in Form von Fourierreihen werden auch die iibrige | 
ZustandsgréBen der Platte durch solche Reihen dargestellt. Wir schreiben sie abkiirzend obnel 


: 


: 
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Summenzeichen und mit s, || sin Om %, Sy || sin Bry, Cz || COS Om %, Cy |!cos By. Wahlen wir 


_ vor den einzelnen Gliedergattungen dieser Reihen geeignete Vorzeichen 


w(P) 38 US Sx ey US Sx Sy oe Gy Cx, Cy ae u) Cx Sy r) 


; (57) 
vl) — ee eS eae Vie Cx Cy ae VS Sx Sy — Ve Sx Cy » J 


ol?) > SY) ale Cyt SO a cy Sy + SO, n Sz Cease, SeSy 
oc) xi Se Cx Cy Sy Cx Sy SO Sx Cy Sees Sx Sy » | (58) 


ay) Sees Wane (BN ever Foe, re Toe. ey, 


M@) > MY) ,.-¢. cy t+ M2), Cy sy t+ MY 1 Sx cyt MY, Se Sy» | 
M®) > Myon & yt MS) se Sy+ Me Se ge Mies. Si (59) 
Me) > — Mun 5 8y-+MB inn % 65 +MBan 6 8j— Man Ce, | 

Qe) 7 or Oot Sx Cy rs es Sx Sy Oe Cx, Cy Oe Cx, Sy ° | (60) 
ats as ae On Cy Sot QO a bs cy — OY, Sx Sy + On Sx oe 

v(P) wei Gannn Sx Cy ae qe Sx Sy aie Grn Cx, Cy qioe Cx Sy ? | (61) 
rey > gy) ne 5,4 gc, c, — 9 n Su Sy ea Sr € J 

ye ymn &x Xy Vymn &x Cy dymn $x Sy Vymn Sx Cy » 

ol?) ae Se Cx €y Ser Cx Ste so n Sx Gye Se Sx Sy » (62) 


so erhalten wir fiir die Beiwerte aller vier méglichen Kombinationen von Kreisfunktionen unter 
Weglassen der Zeichen (1), (2) usw. die folgenden gleichlautenden Formeln: Fir die Verschie- 
bungen aus (57), (53) mit (49) und (52) 


bran Ottis = Imn Gin — 
U asst Im n Pmn Xm Agra linn Pmn Bn (63) 
mn D) mn 2 ? 
‘ype Kin (a + Pye one Kin (Oe eB a)e 


fiir die Spannungen aus (58), (55) mit (49), (52) oder (52a) und K= E 2h? /3(1 — +?) 


4 nd 3 K (Rep Sin — Pmn(a2,+ » B?) es lan Cie pmn (On + v B2) 

ast ikon eo (%m + Pn)? (1 —v) Coj ey = Inn 2G a mt Pa 

e pal . mm. 

4 x ae Kk Inn Gin pes Pmn (62+ v a2) = linn Sin pmn(B? + Y On) (64) 

he Kee Sof (o,2-+ B2)2 (1 —») of mae ce ee pe 

; z 
pe ol) K Inn Sin Prin im Bo EE: Pmn dim Bn 
2h®  Kmn cp uae (m7 Br)? oj — (h—Imn Xq —) Oe ste Be 


fiir die Schnittmomente aus (59), (56) mit (49) und (52) 


Pmn(n + » Ba) _ Pn n(Pat 993) eta 

Mama =a + Bye” A Ds («2+ pay? 5 aa = ”) (a2 + B38’ ( ) 
fiir die Querkrafte aus (60), (29) mit (49) und (52) 

Oumn = Og ee (66) 


= 08, + 88” Soe BL 
fiir die Querschubspannungen aus (61), (60) und (19) 


dfimn a dfimn 
qumn = Qemn qe? ymn = Cymn— qe? (67) 
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| 
fiir die Normalspannung g, aus (62), (49) und (5) 


Bo ree Pp ee oe coal 
wo entsprechend (22) 


2 Gof; — Inn Gin, = | 
Sipan = 5) 1 = jb ° (69)| 
h oj -— —Imn Sin . ! 


h zB 
Co) — — Go 
dfimn 1 las ia (70). 
= gear | 
ae Obit eal Mere 
lnn lnn 


Wir vergleichen unsere Ergebnisse zunachst mit denen der klassischen Plattentheorie. Die 
Formel (52) fiir die Amplitude der Durchbiegung hat dieselbe Form wie nach der Kurchhoff- 
schen Theorie, nur daB bei uns im Nenner statt der Biegesteifigkeit K= E2 h3/3 (1— py?) die | 
»verallgemeinerte*‘ Biegesteifigkeit K,,, nach 
Wan (51) steht. Bezeichnen wir die Amplitude der | 
| "oe Durchbiegung nach der klassischen Theorie mit 
ies S| Wt so erhalt man aus (52) und (51) fiir das | 


Verhaltnis Wi. ,/Wm, die Beziehung | 
Wintel Kp lage Imn qe he 
7 = = a (1 ; tg). (71) 


In Abb. 4 ist dieses Verhaltnis in Abhangigkeit 
von A/l,,, dargestellt. Bei kleinen m und n ist 
lmn von derselben GréBenordnung wie die Ab- 


Nap messungen der Platte in Richtung der Mittel- | 
OW _ Asvaptore flache [siehe Gleichung (50)], und somit ist dann | 
‘Yen fiir diinne Platten das Verhaltnis h/linn <i 
a —— Fir h/ln, > 0 strebt aber W,,,/Won wegen 
G2 al h Ne: L tN rerers 
2 aa Roe (i | 
i i _h gegen Eins, so da&K wir fir die niedrigsten | 
; j— 4 ! } |‘ Harmonischen in (49) nahezu dieselben Werte | 
pee’ erhalten, wie nach der Kirchhoffschen Theorie. 


Bei gréBeren m und n wird I,,, kleiner, h/l,,, 
wachst an und das Verhaltnis Was) Wn nimmt ab, wobei es bei h/lnn —> co wie 3 (lan/h)3 
nach Null strebt. Mit anderen Worten, die Amplituden héherer Harmonischer werden infolge 
der Beriicksichtigung der Schubverzerrungen gréBer, als nach der klassischen Theorie. DaB 
unsere Reihe (49) trotzdem konvergiert, wenn die Fourierreihe (47) es tut, erkennt man am 
einfachsten aus (52a). 

Wir iibergehen jetzt die Gleichungen fiir die Verschiebungskomponenten wu und v und | 
betrachten die Gleichungen (58) und (64) fiir die Spannungskomponenten o(), o?) und viP). Aus | 
den an erster Stelle stehenden Ausdriicken in (64) erkennt man, daB bei kleinen m und n, d. hy 
bei h/lm,n <1 und z/Im_ <1 unsere Rechnung naherungsweise denselben, iiber die Platten- 
dicke linearen Verlauf der Beiwerte Szmn> Symn>lmn liefert, den man aus der klassischen Theo- | 
rie fiir simtliche Werte von m und nerhalt. Die Beiwerte der héheren Harmonischen haben | 


dagegen abweichend von der Kirchhoffschen Theorie einen wesentlich nichtlinearen Verlauf | 
iiber die Plattendicke mit Spannungspitzen bei z = + h. In den Fallen aber, wenn die Flachen- 


belastung p (x,y) ziemlich gleichmafig ist, werden die héheren Harmonischen nur wenig ins | 


Gewicht fallen, so da® insgesamt unsere Rechnung dann ebenfalls einen naherungsweise line- | 
aren Verlauf derSpannungskomponenten oP), ol), Te) liefern wird. Die Konvergenz der Reihen | 


fiir diese Spannungskomponenten ist aus den an zweiter Stelle stehenden Ausdriicken in (64) | 


zu erkennen, 


Eine vollstandige Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der klassischen Theorie zeigen 


die Formeln (65) und (66) fiir die Schnittmomente und die Schnittquerkrifte. Diese Tatsache | 
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_ist von praktischer Bedeutung, da bei den meisten Rechnungen die Randbedingungen nicht fiir 
die 6rtlichen Werte der Spannungen an der zylindrischen Plattenbegrenzung, sondern fiir die 
Spannungsresultanten aufgestellt werden. . 

SchlieBlich betrachten wir die Gleichungen (67) bis (70) fiir die Beiwerte der Querschub- 
| spannungen und der Nomalspannung o,. Bei kleinen m und n, d.h. hjl,, und Bite al 
| gehen die Verteilungsfunktionen fj m 7/0 fi mn/02 in 


it BY a /azaNs 
finn =| ; , 2 h (a) |] 
(72) 


ofiante oe l z\2 
Beal 


| tiber. Mit anderen Worten, bei kleinen m und n liefert unsere Rechnung auch fiir die Querschub- 
spannungen und die Normalspannung o, denselben Verlauf der Beiwerte iiber die Plattendicke, 
den man aus der klassischen Theorie fiir simtliche m und n erhalt. 
Zusammenfassend kann man sagen, da bei endlichen (aber kleinen) Plattendicken die 
| Ergebnisse der klassischen Theorie im allgemeinen nur in den niedrigsten Gliedern mit unseren 
_Ergebnissen (praktisch) iibereinstimmen; die Ergebnisse beider Theorien fiir die Schnitt- 
momente und die Schnittquerkrafte zeigen dagegen eine vollstandige und von der Plattendicke 
unabhiangige Ubereinstimmung. Entsprechendes gilt auch fiir die Ergebnisse von Woinowsky- 
| Krieger’, mit dem Unterschied, daB seine Rechnung (EF, + oo) nur fiir die Schnittquer- 
krafte genau dieselben Gleichungen wie die Kirchhoffsche Theorie liefert. Seine Formeln fiir 
die Schnittmomente unterscheiden sich von den Formeln (65), aber nur in Gliedern, die die 
- Querkontraktionszahl » als Faktor haben. Entwickelt man die mit y als Faktor behafteten 
Terme bei Woinowsky- Krieger, so zeigt es sich, daB dieser Unterschied von den entsprechenden 
Gliedern in (65) sich nur in quadratischen GréBen (aj, + fr) h? auBert, d. h. bei kleineren m 
und n sehr klein ist. Damit ist die Genauigkeit unserer Ergebnisse fiir die Schnittmomente 
ausreichend nachgewiesen; sie haben auf®erdem den Vorteil, genau so einfach zu sein, wie 
die Ergebnisse der klassischen Plattentheorie. 


7. Der zur Mittelflache antimetrische Spannungszustand einer eben bleibenden Platte. Bei 
der Untersuchung der gebogenen Platte haben wir gefunden, daB der zugehérige Spannungs- 
zustand durch eine Biegefunktion w (x, y) bestimmt wird, die der Bipotentialgleichung (31) 
 geniigen muB. Die Lésungen dieser Gleichung erlauben wie in der Kirchhoffschen Theorie an 
_jedem Rand nur zwei Randbedingungen zu erfiillen. Um auch einer dritten Randbedingung 
geniigen zu kénnen, miissen wir die Lésungen fiir den antimetrischen Spannungszustand einer 

eben bleibenden Platte hinzuziehen, den wir jetzt untersuchen wollen. 
: Die ersten beiden Grundgleichungen fiir den Spannungszustand einer eben bleibenden 
Platte erhalt man aus den Cauchyschen Gleichgewichtsbedingungen (20), wenn man dort 
w = 0 setzt: 


2 0702 , 1—v?Q, , lLty OPQy 
1 at () ( Gxt ' 2 Oy7 8 On-0y 
ee Ou, L—v Puy Lae Ove. Q Of, 0 
7 = 32 exe 2 oy? 2 Ox dy De ee z (73) 
| 
m f (z) 07 Qy | 1 —y» 0?Qy it 1 + Vv 0? Ox 
Ly} OV ii ll OK 20x Oy, 
10) Ov, l1—v 07 v5 | io y Ou, | Q af, == () 
| 1 — = ays aloes ch Gi Maxty al eee ; 


Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Krafte in z-Richtung bleibt unverdndert (siehe Glei- 
chung (14)): 


ore 
- a = p(x, ¥)- (74) 


Die in (73) enthaltene Verteilungsfunktion f,(z) muf den Oberflachenbedingungen (15) geniigen, 
die wir hier nochmal aufschreiben wollen: 


ti). al bei 2 — hh, file) =0 bei z= fF, (75) 
1 A.a.O. S. 210—213. 
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————t 


Sh) 0 bei z= +h. (76)| 
z 

Die Funktion f,(z), die sowohl den Bedingungen (75), (76) geniigt, als auch eine identische 
Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen (73) gestattet, muB jetzt offenbar folgende, von (22) 
abweichende Gestalt haben: 


iG) = ( 1+sin42 sin | (u =1,3,5,...). (7a 


Fiihrt man (77) in (73) ein, so erhalt man aus dem Nullsetzen der von z unabhangigen Glieder} 
wie im Falle der gebogenen Platte [siehe Gleichung (25)] 


i 0 (78)| 


array Whe 


Uy = E 


Das Nullsetzen der Glieder mit sin oe als Faktor liefert die Gleichungen 


A a Pa ale ip Peet Cad aly yi ra ow 
Ox? 2  Oy* 2 ax dy oN 2 ; 

2 [@Qy | 1—v 0Qy , 1+ 8x 0 (LON 0 

dy? 2 00x, J 2 Oo xioy. o : 


} 


(u=1,3,...). (79) 


Nach einigen Umformungen und bei Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingung (74) ) 


folgt hieraus 
ea\? 1 - » dp 
AQ. 0.(55) Si Sy Gee | 


pa? 1+ dp { 
40, — 0,(55) Fal isiriey | 


eg Wes (80) ) 


Fir die drei GréBen Q,, Qy und p(x, y) haben wir drei Gleichungen (74) und (80). Daraus. 
erkennt man, da der Spannungszustand der eben bleibenden Platte nur fiir ganz bestimmte 
Lastfunktionen mdglich ist. Um diese zu bestimmen, eliminieren wir aus (74) und (80) die; 
Querkrafte Q, und Q, indem wir die erste Gleichung in (80) nach x die zweite nach y differen- - 
tiieren und dann beide Gleichungen addieren. Beriicksichtigen wir noch die Gleichgewichts- 
bedingung (74), so erhalten wir nach einigen Umformungen folgende Gleichung fiir p(x, y) allein: 


ie 2 
Ap x (3a) P(x, y) =0 (iE S feather wre (81) | 


Auer durch p(x, y) = 0 wird diese Differentialgleichung z. B. durch folgende Funktionen | 
erfiillt: 


i 1 —y 2 
-Coj Y1 x Vo) Yo ¥ mit Ne 4 2 = : “(ER 


nm x As 2__(na\? | 1—y/un\? | 
cos =—- bo} y y mit 7 ( i} oe rh) usw. 


Nun wird sich eine vorgegebene Lastfunktion nach diesen Funktionen im allgemeinen nicht _ 
entwickeln lassen, so da8 der Spannungszustand der eben bleibenden Platte praktisch nur fiir | 
p = 0 tbrig bleibt. Das schadet aber nichts; nur mu8 man bei der Durchrechnung eines spe- | 
ziellen Plattenproblems davon ausgehen, daB die vorgegebene Flachenbelastung p (x, y) zu 
nachst durch den Spannungszustand der gebogenen Platte allein aufgenommen wird. Wie die. 
Berechnung dieses Spannungszustandes iiber die Fourierentwicklung der Lastfunktion vor | 
sich geht, haben wir bereits gezeigt. Die Randwerte dieses Spannungs- (und Verschiebungs-) | 
Zustandes werden aber nur in Ausnahmefiillen den gegebenen Randbedingungen geniigen. Die 
Uberlagerung des »shomogenen“ Spannungszustandes der gebogenen Platte (ohne Flachen- 
belastung, AAw(")— 0) wird im allgemeinen auch nicht ausreichen, um drei unabhingige 
Randbedingungen zu erfiillen. Diese Méglichkeit entsteht erst, wenn man noch den »,bomo- 
genen** Spannungszustand der eben bleibenden Platte (ohne Flachenbelastung) tiberlagert. Die | 
Differentialgleichungen fiir diesen Spannungszustand erhalt man aus (74) und (80) mit p =0. | 
Bevor wir diese Gleichungen hinschreiben, wollen wir vereinbaren, alle GréBen des »,homogenen“ | 
Zustandes der eben bleibenden Platte durch ein hochgestelltes und eingeklammertes e zu 
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kennzeichnen. Da dieser Zustand von der Zahl 4 = 1, 3,...der Halbwellen in der Vertei- 
lungsfunktion f(z) [siehe Gleichung (77)] abhangt, (eens wir noch das tiefgestellte Zeichen 
hinzu. Damit schreiben sich die Differentialgleichungen (74) und (80) mit p = 0 wie folgt: 


(e) e) 
OQ: | 20f Lad 


ptt =0, (82) 
ae Ms i) ee Gets er aye (83) 
40%), — 09, (42) =o. 


Wir fithren nun, wie es Reifner auch getan hat !, eine Querkraftfunktion @(*) derart ein, dab 
die Gleichgewichtsbedingung (82) identisch erfiillt ist: 


aol’) aol) 
fo) Ce VBS ene eet? 
Qrn= a = (84) 


Setzen wir das in (83) ein, so erhalten wir 
0 (e) Lt Te) (e) @ |i (e Un e 
a 408 — (Fa) |= —aa|4ee (a) 2%] = 9 


_ Der in den Klammern stehende Ausdruck muB eine Konstante sein, die man auch gleich Null 
setzen kann, da der Spannungszustand der Platte nur von den Ableitungen von @(%) nach x 
oder y abhangt [siehe Gleichungen (84)]. Somit erhalten wir fiir die Querkraftfunktion die 
Gleichung 


Ao? — ey o —0 (wu =1, 3,5,.-.), (85) 


deren Lésungen zusammen mit den Lésungen fiir die gebogene Platte drei Randbedingungen 
zu erfiillen gestatten. 

Wir driicken jetzt simtliche Zustandsgréfen der eben bleibenden Platte durch die Quer- 
_kraftfunktion Of) aus. Mit (77), (78), (84) und w = 0 folgt aus (16), (17) und (18) 


y (e) 
Oo! 2 ee . ue OD, | 


oa ze 2h oy (ese eno) 
()__ 1+”. wm. was aoly) beyntee. 

ee aeremere  O8 hag 

y 2@(e) 
elices Bm Nae PP 
sale E 2 2h Ox dy 
(e) 
(e) T+y , por. paz dO, 2S i ae (87) 
ye EO 2 yD SE ax By (uu ) 
2@(e) 2@(e) 
fe) ltr. wm. waz (oD, 0? Dy 
Vxy — E sin 5} sin a ay)? 
(e) 
(ce) os MH. waz PD, 
Ox, = sin > sin Sa ay’ 
(e) 

(e) qe tees eee rete 
Oy, = — sin sin 7 a By (1 

e F rae pt z aol)  a2@i) 
= > sin’ sin ( ay? ral 


Fir die Querschubspannungen erhalt man aus (19), (77) und (84) die Beziehungen 


(e) 
(e) Uae fibing. [ing wm z ODy 
Txep = > 5in cos 5 
: 2 22h? oh dy 
( (vu = 1,3, Dios <) (89) 
(e) ares 5 LE cog He OPI 
Eyeey un 9 Pg Sh! oh ox” 


1 Siehe die zweite der unter Fufnote | von S. 267 genannten Arbeiten von E. Reifiner. 
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Die Schnittquerkrafte haben wir bereits durch @(?) ausgedriickt [siehe Gleichung (84)], es 
bleibt also nur noch die Beziehungen zwischen den Schnittmomenten und @() aufzuschreiben. 


Mit 


+h 3 

i ; 2, 

[ sein ed 2(T) sin & 
—h 


erhalt man aus (88) 


nig, 228 208, : 
% wa) Ox Oy 
9 (2h ral? Per 90) | 
id De, aie Ox Oy ? ( (u dea er 4) ( ) 
ny, — (28) (#0 _ 08) | 
x tase dy? Ox? J 


Wir bemerken noch, daB unsere ,,homogene“ Lésung fiir die eben bleibende Platte der An- | 
nahme E,= o nicht bedarf, d. h., da® sie auch fiir eine isotrope Platte (E, = E) streng gilt. | 
Denn fiir w = 0, p=o,=0 hangt die Rechnung von der Gréfe von E, iitberhaupt nicht ab. | 


DaB wir in der Tat auch fiir E, + oo einen méglichen Spannungszustand errechnet haben, 
erkennt man daraus, da nach (88) SD a = 0 ist, und damit ist wegen p=o, =—0 die 
Dehnung ¢,= 1/E,[o, — », (6, +,)] fir ein beliebiges E, gleich Null. 


8. Vergleich mit der erweiterten Plattentheorie von E. Reifner; SchluBbemerkungen. Wie 
wir schon in der Einleitung ausgefiithrt haben, geht Reifner in seiner erweiterten Platten- 
theorie (G¢,= G, E,= E) unter Wahrung der Gleichgewichtsbedingungen von der den Ver- 
traglichkeitsbedingungen widersprechenden Annahme einer linearen bzw. parabolischen Ver- 


teilung der Spannungen o,, Oy, Ty, bzw. Tz, Ty, aus und leitet dann die nur im Mittel iiber — 
die Plattendicke giiltigen Elastizitatsgesetze mit Hilfe des Castiglianoschen Prinzips ab. Diese |, 
Gesetze in die Gleichgewichtsbedingungen am Plattenelement eingefiihrt, liefern die Differen- || 


tialgleichungen 
@-—* 49.= — Kee — 2 
ee Te ea 7 
so (b) 


aus denen sich durch Elimination der Querkrafte Q,, Q, folgende Bipotentialgleichung fiir die 
Durchbiegung w ergibt: 
2(2 —v) h? 


K AAw = p — =a 


Ap. (c) 
Vernachlassigt man wie bei uns die Zusammendriickbarkeit der Platte in z-Richtung, d. h. 
nimmt man EF, = oo an, so gelangt man nach der Methode von Reifner unter Beibehaltung 
seiner iibrigen Annahmen zu den Gleichungen 


La ia 0Aw 2(1 +) 1. 0p 
Q 5 AQ.=— K ax 5 (1 —y) lt ex’ | (a*) | 
Pl Se Sia d4w  2(1 +») 1, Op a | 
Qy 5 AQ, S Oy 5(1 —») i Oy | 


und schlieBlich mit Hilfe der unverdndert bleibenden Gleichgewichtsbedingung (b) zu der | 


Bipotentialgleichung 


4 h? 
SAO ieee fc (cy 


Da die Unterschiede zwischen (a) und (c) einerseits und (a*) und (c*) andererseits gering sind, 
wollen wir zum Vergleich mit unseren Ergebnissen die auf gleicher Basis (E,= oo) gewonnenen 
Gleichungen (a*) und (c*) heranziehen. 
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Diese Gleichungen kann man auch auf anderem Wege als bei Reifner ableiten, indem man 
allein mit der Annahme der parabolischen Schubspannungsverteilung, d. h. mit f, (z) nach (36) 
(fiir p= konst.) die geometrischen Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt, d.h. von den Glei- 
chungen (17) und (18) ausgeht und jetzt den Cauchyschen Gleichgewichtsbedingungen nur im 
S ul Oe Op ae Q, [siehe Gleichungen 
(25) oder (78)], multipliziert dann jede Gleichung mit z und integriert tiber z von —h bis + h, 
wodurch man die Gleichgewichtsbedingungen fiir Krafte an einem Volumenelement dx dy dz 
in die fiir Momente an einem Plattenelement dx dy 2h iiberfiihrt, so erhalt man in der Tat 
wieder die Gleichungen (a*), aus denen mit (b) auch die Gleichung (c*) gewonnen wurde. 
Diese Art der Ableitung ist aufschluBreich fiir den Vergleich mit unseren Ergebnissen. Wir 
muften, um die Cauchyschen Gleichgewichtsbedingungen (20) fiir beliebige p exakt erfiillen zu 
kénnen und samtliche Lisungsformen zu finden, zwei mégliche Zustande der Platte unter- 
scheiden: den Zustand der gebogenen Platte und den Zustand der eben bleibenden Platte, fiir 
die zwei grundsatzlich verschiedene Verteilungsfunktionen f,(z) gefunden wurden [siehe 
Gleichung (22) und (77)]. Auf diese Weise haben wir fiir die beiden Zustande der Platte zwei 
verschiedene Gleichungssysteme abgeleitet. Durch die Annahme einer einzigen Funktion 
f, (2) nach (36) und die durchschnittliche Erfiillung der Cauchyschen Gleichgewichtsbedingung 
ergibt sich das eine Gleichungssystem (a*), (c*). Um es mit unseren Ergebnissen bequemer 
vergleichen zu kénnen, schreiben wir unsere Gleichungen nochmal auf. 


Fiir die gebogene Platte haben wir in (29) bis (32) folgende Gleichungen gefunden: 
0Aw 0Aw 


Durchschnitt geniigt. Setzt man in (20) uy) = 


Cate Sora vide nord) sgn (d) 
K(l) AAw =p, (e) 
0AAw 1—y 0Aw _ 0AAw 1 —yv 0Aw 
Ox rat Mes es Ue dy | FPaiayete Le (f) 
E 
K() =; SPP (ih — 1g 7). (s) 


Unseren Gleichungen (d) und (e) entsprechen bei Reifner die komplizierter gebauten Glei- 
chungen (a*) und (c*). Die Beriicksichtigung der Querschubverzerrung, die sich bei Reifner 
in dem Auftreten von Korrekturgliedern mit h? als Faktor dufert, tritt bei uns nur dadurch in 
Erscheinung, da in denGleichungen (d) und (e) an Stelle der Biegesteifigkeit K in der klassi- 
schen Theorie die GréBe K(l) < K (Abb. 4) nach Gleichung (g) tritt. Unsere Gleichungen (f), 
denen bei Reifner nichts Aquivalentes gegeniibersteht, dienen einerseits zur Berechnung der 
GroéBe J und bringen andererseits eine Einschrankung fiir die Auswahl der Funktionen w (x, y) 
und p (x, y). Diese Einschrankung ist aber praktisch unwesentlich, da die Klasse der zulassigen 
Funktionen, wie wir ausfiihrlich besprochen haben, auch solche Funktionen umfaBt, nach 
denen jede Lastfunktion entwickelt werden kann und nach denen fast bei jeder praktischen 
-Rechnung auch ohnehin entwickelt wird. 
Wiirden wir hier die ReiBnersche Theorie weiter verfolgen, so wiirden wir finden, daf sie 
fiir die nach unserer Rechnung zulassigen Lastfunktionen trotz einer gewissen Verschiedenheit 
der Grundgleichungen dieselben Ergebnisse wie bei uns fiir die Schnittkrafte liefert, wenn man 
auch bei Reifner E,= co setzt. Fiir E,= E gibt die ReiBnersche Theorie gewisse mit » und h? 
als Faktor versehenen Abweichungen, die aber klein sind und den EinfluB der Querzusammen- 
driickbarkeit doch nur unvollstandig beriicksichtigen (siehe Kinleitung). Fiir die Spannungen 
liefert unsere Theorie genauere Ergebnisse, als die von Reifner, der eine lineare, infolge der 
Schubverzerrungen streng genommen unmdgliche Verteilung der Spannungen 6,, Oy, Tx y tber 
die Plattendicke annimmt. 

Wahrend unsere Rechnung, wie wir eben gesehen haben, fiir den Zustand der gebogenen 
Platte im wesentlichen nur eine Prazisierung der Ergebnisse der ReifSnerschen Theorie mit sich 
bringt, liefert sie fiir den Zustand der eben bleibenden Platte, d. h. fiir die eigentliche Krwei- 
terung der klassischen Theorie etwas Neues. Aus den Reifnerschen Gleichungen (a) oder (a*) 

-erhalt man fiir den Zustand der eben bleibenden Platte ohne Flachenbelastung 


e 2h? e e 2h? e 
Qe!) — = Ag? =0, ef) — = AQy=0 (h) 
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und nach unserer (in diesem Falle auch fiir eine isotrope Platte exakten) Rechnung [nach (83)]| 


e 4h? e 
Qo). — Fa 40% 108 


ON a h? 


Fiir « = 1, d. h. fiir eine Halbwelle in der pandaleh sala aie f, (2) nach (77) sind die Glei-| 
chungen (h) und (i) fast identisch. Die Tatsache, daB die Spannungen o,, Oy, T,y nach der} 
Reifnerschen Annahme linear, nach unserer Rechnung sinusférmig iiber die Plattendicke ver-- 
teilt sind, d4uert sich fir ~ = 1 nur in dem geringfiigigen Unterschied zwischen den Faktoren) 
2)5 und 4/x2. Nach unserer Rechnung sind aber im Falle der eben bleibenden Platte anti-} 
metrische Spannungszustinde mit einer beliebigen ungeraden Anzahl von Halbwellen) 
(w=1,3,5,...) in zRichtung méglich. Wir erhalten also eine unendliche Mannigfaltigkeit 
von Lveunestoemer wogegen die Reifnersche Theorie infolge der festen Annahme eines line-- 
aren Verlaufs der Spannungen 0,, Oy, Ty y Nur eine Lésungsform liefert. 
Diese Lésungsformen stellen eine unendliche Mannigfaltigkeit der en ae | 
einer eben bleibenden Platte dar, die nur an der zylindrischen Begrenzungsflache belastet ist., 
Dabei sind die in der Plattenebene wirkenden Komponenten der Randkrafte nach einem) 
Sinusgesetz [sin (um 2/2 h) (u=1, 3,...), siehe Gleichung (88)], die quer zur Plattenebene) 
wirkenden Komponenten nach einem epuaueeeser [cos (um 2/2h), (u=1, 3,...), siehe Glei-; 
chung (89)] verteilt. Durch Uberlagerung der Verschiebungen und Seanntaeed der Gleich-. 
gewichtszustande der eben bleibenden Platte iiber die Zustandsgréfen der gebogenen belasteten) 
und unbelasteten Platte und der Fourierentwicklung dieser nach den entsprechenden Kreis-- 
funktionen sin (1 z/2h) oder cos (uz 2/2h) lassen sich alle drei unabhangigen Randhodiseua ay 
in jedem Punkt der zylindrischen Begrenzungsflache exakt erfillen. Bei einer summarischen} 
Erfillung der Randbedingungen (nur fiir die Schnittkrafte oder Mittelwerte der Verschiebun-- 
gen) sind zu den Zustandsgréfen der gebogenen Platte nur die GréBen des Grundzustandes der: 
eben bleibenden Platte (u= 1) zu iiberlagern. Die dabei iibrig bleibenden Abweichungen vou| 
den Randwerten in den einzelnen Punkten der zylindrischen Plattenbegrenzung werden klein t 
sein, da sich die entsprechenden Verteilungsgesetze fiir die gebogene und eben bleibende Platte ; p 
nicht stark von einander unterscheiden. Den Gedanken, die Randbedingungen allein unter > 
Heranziehung der Lésungen fiir die eben bleibende Platte mit verschiedenen Halbwellenzahlen p | 
in z-Richtung (z. B. w=1 und 3) d.h. unter Umgehung der homogenen Lésung fiir die> 
gebogene Platte summarisch zu erfiillen, mu man verwerfen, da hierbei wegen sehr groBer: 
Verschiedenheiten der entsprechenden Verteilungsgesetze sehr groBe 6rtliche Abweichungen } 
von den Randwerten entstehen kénnen. | 


(wu =1,3,5,...) (i) 
¥ 409, = 


(Eingegangen am 8, Dezember 1952.) 


Anschrift des Verfassers: Dozent Dr.-Ing. Alexander Kromm, Darmstadt, Technische Hochschule, 
Institut fiir technische Mechanik. 
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Uber die Berechnung der Hypoidgetriebe. 


(I. Mitteilung.) 
Von P. Matthieu. 


1, Einleitung. In einer kiirzlich erschienenen ersten Mitteilung! (im folgenden mit I bezeich- 
net) wurde eine neue Berechnungsgiundlage fiir Hypoidgetriebe entwickelt und zwar zundchst 
unter der Voraussetzung, daB beide Achsen sich rechtwinklig kreuzen. In der vorliegenden 
zweiten Mitteilung wird diese letzte Voraussetzung fallen gelassen und gezeigt, daB sich die 


ganze Theorie ohne jede wesentliche 
Anderung auch auf den Fall beliebiger 
windschiefer Achsen ausdehnen aft. 
Die wesentlichen Ergebnisse von 
I sind im letzten Abschnitt jener Ar- 
beit (Zusammenfassung) tibersichtlich 
zusammengestellt, weshalb es wohl 
nicht nétig ist, hier nochmals darauf 
einzugehen. Alle diese Ergebnisse wer- 
den jetzt auf den Fall beliebiger wind- 
schiefer Achsen iibertragen. 


2. Aufstellung der Grundgleichun- 
gen. Wir legen das Getriebe auf die in 
Abb. 1 dargestellte Art in ein recht- 
_winkliges ruhendes Koordinatensystem 
mit den Koordinaten x, y, z. Es ent- 
spricht dies genaa dem in I eingeschla- 
-genen Weg. Als neue Gréfe tritt jetzt 
_einzig der Winkel ¢ zwischen den beiden 
-windschiefen Achsen hinzu, der auch 
-negativ sein kann. Wie die beiden 


Abb. 1. Schematische 
Darstellung des Getriebes. 


Winkel geschwindigkeiten @, und w, und der Achsenabstand E kann auch ¢ beliebig gegeben sein. 
Weiterhin fithren wir auch jetzt wieder ein mit dem Tellerrad fest verbundenes System mit 
den Koordinaten x», y, 2. ein (Abb. 2) und ebenso ein mit dem Ritzel fest verbundenes mit 


Abb. 2. Anschauliche Darstellung des Tellerradsystems. 


Abb. 3. Anschauliche Darstellung des Ritzelsystems. 


den Koordinaten %,, ¥;,%,(Abb.3). Neu kommt im jetzigen Fall noch das (’, 9’, 2’)-System hinzu 
(Abb. 3), das aus dem ruhenden dadurch hervorgeht, da man dieses um den Betrag E in der 
z-Richtung verschiebt und nachher noch um den Winkel ¢ um die z-Achse dreht. Fiir t = 0 


1 P, Matthieu, Ing.-Archiv 21 (1953), S. 55—62. 
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fallt das Tellerradsystem véllig mit dem (x, y, z)-System zusammen und ebenso das Ritzel- 
system mit dem (x’, y’, 2’)-System. SchlieBlich kann man in den beiden beweglichen Systemen | 
auch noch Polar- und Zylinderkoordinaten einfiihren. Es geschieht dies wie in I, also gemaB 
den dortigen Abb. 4 bis 7. Alle diese Verhiltnisse entsprechen genau denen in I und sind aus 
den jetzigen Abb. 1 bis 3 sowie aus den Abb. 4 bis 7 von J zu erkennen. 

Fir unsere Betrachtungen besonders wichtig sind natiirlich wieder die Relativbewegungen | 
zwischen dem Ritzel-, dem Tellerrad- und den beiden ruhenden Systemen. Wir rechnen des- 
halb die verschiedenen Systeme wieder aufeinander um. 

Zunichst bestehen zwischen den beiden ruhenden Systemen, dem (x, y, z)- und dem 
(x’, y’, 2’)-System, die Beziehungen 


Li) SCOR Sa Naas Ls x’ = xC0s-€— ¥ SID €, | 
y=— «sine + y’ cose, y’ =xsine +y cose, > (1) | 

| 
2=2/+8#, ev —2z—H | | 


und ebenso zwischen dem Ritzelsystem und dem (2’, y’, 2’)-System entsprechend (I, 1) die | 
Gleichungen 
Xx, = x’ cosw,t+2’sinw,t, x’ = x, cos HW, t— 2, sin wt, | 

Ya = Ns a = Mais (2) | 

poe | 


2 =— x’ sin @,t + 2’ cos at, = X, sin W, t + 2, cos W, t, 


wahrend schlieBlich die Umrechnungsformeln (I, 2) zwischen dem (x, y, z)-Raum und dem | 
Tellerradsystem sich ungeandert auch auf den jetzigen Fall itbertragen. Das Gleiche gilt auch | 
von den Beziehungen (I, 8) und (I, 9), welche den Ubergang zu den beiden Polarkoordinaten- 
systemen vermitteln. Durch (1), (2), (I, 2), (I. 8) und (I, 9) sind nun die sémtlichen sechs ein- 
gefiihrten Systeme miteinander in Beziehung gebracht und jedes von ihnen kann auf jedes 


andere umgerechnet werden. 
Zunachst ergeben sich zwischen dem (x, y, z)-System und den beiden Polarkoordinaten- | 


systemen entsprechend (I, 10) die Beziehungen 
x =r,cos 0, sine +1, sin J, cos € cos (vy, +, t) = 12 c08 Hy, 
y = 1, cos ¥, cos e — r, sin #, sin € cos (Y, + @, t) = ry sin Dy cos (Vp +t), (3) | 
z=E +r, sin 0, sin (y, +@, 1) = re sin Jy sin (PY, + Wet), 

die sich auch durch leichte Umrechnung auf die Gestalt 
r, cos 0; = xsine + ycosé = r, cos J sin € +7, sin J, cos (Py + Wet) cos €, 


r, sin 0, cos (y, +, t) = xcose— ysine 
= 1, cos By cos E— 1, sin , cos (Pp + Wot) sine, (4) 


r, sin 0, sin (~, + @, t) =r, sin Y, sin (~ +t) — E 


bringen lassen. Aus (3) und (4) folgen dann sofort die Umrechnungsformeln zwischen den bei- 
den Polarkoordinatensystemen in der: Gestalt 


Eo =F? +r} +2 Er, sin J, sin (py, +0, 1), 


cos 3, sin ¢ + sin %, cos € cos 
0}, = arc cos In 4 = gOS EE COR Ui rea) ; 
: 

2 


y= — opt bare tg E + 7r,sin 0, sin (py, + 0,1) | 


r, cos 0, cos € —r, sin 9, sin « cos (py, + @, t) 


und 


ry = FE? + 2 — 2 Er, sin Oy sin (Y, + Wet), 


cos #, sin ¢ + sin By cos € Cos 
0, —TaLrcicos E 2 ze 2 (Ps as a ? 
r 

1 


(6) 


t= —ayt +aretg| dah fa ih Ya Sie Ma a Oa) | 


T, cos By cos € —ry sin #, sin € Cos (Py + Wot) 


Das weitere Vorgehen ist (vgl. Abschnitt 2 in I) klar vorgezeichnet. Wir nehmen wieder die 
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eine Zahnflanke, z. B. die des Tellerrades, in der Form 
P2 = Dz (rT, , Vo) (7) 
als gegeben an, ersetzen in (7) die Veranderlichen ry, J, y, durch die Ausdriicke (5) und differen- 
tiieren schlieBlich die so entstehende Gleichung (welche mathematisch die sich im Ritzelraum 
bewegende Tellerradflanke darstellt) nach t. Die mit (7) im Eingriff stehende Ritzelflanke be- 
stimmt sich dann im Ritzelraum wiederum als Hillflache der bewegten Tellerradflanke. 
‘Analytisch ergibt sie sich durch Elimination von t aus der Gleichung der bewegten Tellerrad- 
flanke und ihrer partiellen Ableitung nach t. Wie in I 1a8t sich auch hier der Fall, daB® die 
Tellerradflanke in der Gestalt ®* (rz, y, gy.) = 0 gegeben ist, leicht auf den obigen zuriick- 
fiihren. Wir halten uns deshalb im folgenden an die Darstellung (7). 
Zur Durchfithrung dieses Programms bilden wir durch Einsetzung des dritten Wertes (5) 
entsprechend (I, 14) die Gleichung 
E + rysin 8, sin (py, + @, t) 


— Wt +arct : 
28 8 r, cos #, cos e —r, sin 8, sin € cos (p, + @, t) 


= Dz (Ty, Jy) . (8) 


Dabei sind zur Abkiirzung die ersten beiden Beziehungen (5) beibehalten worden. Gleichung (8) 
stellt nun also die im Ritzelsystem sich bewegende Tellerradflanke dar, deren Hiillflache 
die Gegenflanke ist. Durch die partielle Differentiation von (8) nach t ergibt sich entsprechend 
(I, 16) die Gleichung 
[r, cos ® cos e — r, sin 9, sin € cos (py, + @, t)] Tr, sin B, cos (y, + @, t) } 
‘Tr, cos , cos € — r,sin 8, sin e cos (p, + @,t)]?+ [BZ + 1, sin O, sin (y, + @,0)]? 


= Wy +w 
6 [E + r,sin %, sin (p, + @, t)] 7, sin 9, sin esin (p, + @, t) 
1Tr, cos B, cos e — 7, sin #, sin e cos (p, + w,t)|? + LE + r, sin %, sin (vy, + @,t)P 
__ 0@, or, , OD, 08, 
rg. Pa eap an og (Tr. De) 
0® Er, sin 6 - @,t 
wr (rz, Io) es = (Qy + ©) 1B) : (9) 
20, 
00, 


(755 V5) 


+a, 


i. sin J, cos € sin (py, +, t) 

Fi 2 

i of i [cos #,sin e+ sin @, cos ecos(p, + @,t)]* 
Lis 


2 
2 


_ Ti Leos B sin « + sin 8, cos e cos (p, + @,#)] Esin ¥, cos (py + 0, | 


3 
r3 


J 
Diese stellt in Verbindung mit (8) und den ersten beiden Formeln (5) die gesuchte Gegenflanke 
dar. Indem man aus diesen Gleichungen t, r, und #, eliminiert, erhalt man fiir die Gegenflanke 
eine Beziehung zwischen den Veranderlichen r,, 0, und 9. 


3. Lésung der Gleichungen, Das eben hergeleitete Gleichungssystem fiir die Gegenflanke 
ist im jetzigen Falle noch wesentlich komplizierter als bei rechtwinklig sich kreuzenden Achsen ; 
jedoch besteht wieder die auffallende Tatsache, daB es sich wesentlich vereinfacht, wenn man 
anstelle von r,, 0, und gy, die Veranderlichen r., J, und @, einfiihrt. Gleichung (8) geht dann 
wieder iiber in (7), wahrend die ersten beiden Beziehungen (5) nicht mehr nétig sind. Schlief- 
lich erhalt man anstelle von (9) aufgrund von (3) und (4) die Gleichung 
Wy , T28in Dy Cos (Pz + We t) [T2 cos Jy cos € — Tr 8in Dy sin € cos (Pp + @ t) 
O; | [r, sin B, cos (Gy + wy t)]? + [72 sim By sin (Py + Oy t)]? 


ro sin Oy sin € sin (Py + Wet) [T2sin Vg sin (Py, + yt) — E] 
[r. sin @ cos (Py + My t)]® + [Ty sin By sim (Pp + Mp t)]? 


0®. r, E [cos 8, cos € —sin By sin € Cos (Py + Me t)] 
= 5, (rT, D2) 3 : ;, (10) 
2 
0®, 1 [[rgsin 8, sin (Yy + @9t) — E] cos ¢ 


si 09, ("2, 9s) sin #5 To 
r2 cos 9, E [cos B cos e — sin J, sin € cos (Pz +  t)| 


is 7 
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Diese 1aBt sich noch in leicht ersichtlicher Weise vereinfachen, und man erhalt dann fiir die 
Ritzelflanken die beiden Gleichungen 


Pz = Dz (To, Ds) (11) | 
und 
Ws : E sin (Py + @ t) sin € | 
or sin ¢ +ctg cos € cos (Y, + Wet) + aaa | 
— e (r,, 0) [E cos J, cos e — Esin 0, cos (zy + We t) sin €] + (12) | 
in # @, sin € 
ae dP, (7, 6.) cose aon eons) E ‘We sin, Ecos dsin € cos (Gp + 2 t) ; 


00, 


2 T2 
Diese entsprechen genau den beiden Gleichungen (I, 18) und (I, 19). Sie sind gleich gebaut und | 
haben die gleiche Bedeutung, indem jedes System der vier GréBen rp, Oo, Po, t, das (11) und (12) 
geniigt (im Tellerradsystem) einen Punkt der Ritzelflanke darstellt, namlich einen Raumpunkt | 
des Tellerradsystems und die Zeit, zu welcher dieser in die Ritzelflanke fallt. Natiirlich kann) 
man von hier gema® (6) wieder zum Ritzelsystem iibergehen. Wenn man diese Gleichungen | 


1 


nochmals in der Form 


r, = JE? +73— 2 Er, sin 8, sin (y, + Ws 2) , 


cos 3, =— [cos-0, sin € + sin Jy cos € cos + We t)], | 
1 r, 2 2 Pe 2 (13) 
{ 
HE Tr, sin Oy sin (P_ + W2t) —E 
~ T, COS Oy Cos € — Ty sin #, sin E COS (Py + Wg t) 


| 
} 
| 


tg (p, +, t) 


anschreibt, so stellen (11) bis (13) implizite eine Beziehung von der Form 


G1 = Dy (ry, 93) (14} 


dar, welche sich durch Elimination von rp, 0, @. und t aus (11) bis (13) ergibt. | 

Die Gleichungen (11) bis (14) haben nun vollstandig dieselbe Bedeutung wie die Gleichungen | 
(I, 18) bis (I, 21). Damit zwei Zahnflanken miteinander im Linieneingriff stehen, ist notwendig 
und hinreichend, daB® die zugehérigen Gleichungen (11) und (14) sich vermége (12) und (3) 
ineinander iiberfiihren lassen. Auch die unter a) bis e) auf Seite 60 in I besprochenen An- 
wendungsmiglichkeiten der Grundgleichungen iibertragen sich ohne jegliche Anderung auf den 
jetzigen Fall, so daf wir hier nicht mehr naher dariiber eintreten. Als wichtigste Anwendung 
ergibt sich insbesondere, daB sich auch jetzt die Zeit nach (12) im wesentlichen gemaB einer 
quadratischen Gleichung aus den iibrigen Gréfen dieser Gleichung ergibt. Die unter hb) 
(Seite 60 in I) angegebene Parameterdarstellung fiir die Gegenflanke in geschlossener Form 
1a4Bt sich also auch auf den Fall beliebiger windschiefer Achsen iibertragen. 

Weiterhin behalten auch die in I angestellten geometrischen Betrachtungen ihre Giiltigkeit ; 
bei. Wieder ist t der Zeitpunkt, zu welchem der durch rp, J, gp, gegebene Punkt der Tellerrad- | 
flanke die Gegenflanke beriihrt, und der gemaB (13) resultierende Punkt der Ritzelflanke ist ; 
der Gegenpunkt. Die genannte Parameterdarstellung in endlicher Form lauft also auch hier | 
darauf hinaus, daB man zu einem beliebig gegebenen Punkt der Tellerradflanke zunachst (im | 
wesentlichen durch Auflésung einer quadratischen Gleichung) den Zeitpunkt berechnet, in 
welchem er seinen Gegenpunkt beriihrt und dann die Koordinaten des Gegenpunktes selbst 
berechnet. 

SchlieBlich kann man anstelle von Polarkoordinaten auch noch Zylinderkoordinaten ein=| 
fiithren (vgl. dazu Abb. 6 und 7 in I). Entsprechend (I, 22) bis (I, 25) erhalt man dann die | 
Grundgleichungen in der Form 


Po = Ho (025 %2); (15) 
a Pde a } 
COS (Py + We t) |cos e + + E sin ¢€ —* (0, Xp) 
Qo 00. 
: Esine OV, OV, 
+ sin (Pp, + Ws t) | " + Q2 cos a (02+ %) — Xp cos € ae (Qs; | (16) 


ee av, 
= Fie COB eA) 
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¥1 = % sin € + 02 cos € cos (P. +g t), 


On Vim Cos E — Q, Sin € cos (P, + We t)* +[E — Q, sin (yy +, t)P, (17) 
Q2 Sin (Py + yt) —E 

— Q, sin € cos (p, + wet) + x. cos € ’ 
| Qi = Fi (01%) (18) 


Diese sind sogar eher etwas einfacher als die entsprechenden Gleichungen (11) bis (14) in 
Polarkoordinaten. 


tg (y, +a, 1%) = 


4, Bemerkungen zur numerischen Berechnung der Gegenflanke. Auch diese Betrachtungen 
kénnen sozusagen unverandert aus I iitbernommen werden. Entsprechend (I, 26) lésen wir 
jetzt Gleichung (12) nach cos (q~, + Ww, t) auf und erhalten 


Y oj ) 
cos (~, + Wz t) |ctg J, cos e + E sin € sin By si (tava) ME ce eee (ro) 
Or, ie oo, 
AS Esine OD co) 
= sin (Pz + (s t) | r, sin Dy 1 COS € 30, (72, Dy)| + ifs + sin € (19) 
+ Ecos € cos tee (a5 hes) = oI CAR US e | 
rs rs; 00, J 
Wenn wir hier anstelle der letzten beiden Gleichungen (I, 27) die Abktirzungen 
Esine O® 
es | 2 
pete rosin Oy | he 005 ("5 99) 
cotg 0, cos e + Esin esin a he (To. Po) Se (yy) 
a or, 2 ry CO (20) 
Ms rete OD E cos esin 8, 0®, 
ae Bute oxin FaoO8l #298 9a, (a> 2) %s 2 39, (72 %) 
: F OD Esin ¢ do, OD 
ctg 0, cos e + Esin esin 0, a, (ry, 05) 4 sin a 2 a (rs, 8) 


einfiihren, so behalten alle Ubeilegungen von Abschnitt 4 in I unverandert ihre Giiltigkeit bei. 
Aus einem beliebigen Punkt P (r3, 0, pz) der Tellerradflanke mit gj = @, (r¥, JJ) kénnen 
wieder nach demselben Rechenschema zunachst die zugehérigen GréRen u* und t* und aus 
diesen dann weiterhin der Gegenpunkt Q (rj, Jf, yf) berechnet werden. Abgesehen davon, da 
im jetzigen Fall die GréSBen A und B etwas komplizierter zu berechnen sind, lassen sich also 
die in I angestellten Betrachtungen unverandert auch auf den Fall beliebiger windschiefer 
Achsen ausdehnen. Im iibrigen sei auf Abschnitt 4 in I verwiesen. 


5. Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB die Berechnungs- 
methoden fiir Hypoidgetriebe, die in I fiir den Fal! von rechtwinklig sich kreuzenden Achsen 
aufgestellt wurden, ohne jede wesentliche Anderung auch auf den allgemeinsten Fall beliebiger 
windschiefer Achsen ausgedehnt werden kénnen. Insbesondere aft sich auch jetzt die Gegen- 
flanke aus der gegebenen Flanke gema{ der Parameterdarstellung (11) bis (13) in geschlossener 
Form berechnen, und es gelten alle im AnschluB an diese Darstellung angestellten Betrachtungen. 


(Eingegangen am 9, Dezember 1952.) 
Anschrift des Verfassers: Prof. Dr. P. Matthieu, Berlin-Charlottenburg 2, Jebensstr. 1. 
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Indirekte Bestimmung von Liifterkennlinien und Anwendungen 
auf die Bestimmung des natiirlichen Auftriebs einer Grube™*. 


Von W. Richter. 


1, Aufgabenstellung. Der natiirliche Auftrieb einer Grube beeinflubt stark die Bewetterung 


der Grube. Sein Wert kann aus wettertechnischen Messungen bestimmt werden, die alle | 
Wetterwege des gesamten Wettersystems erfassen miissen. Aus dem Verkniipfen dieser zahl- | 
reichen Einzelwerte kénnen erhebliche Ungenauigkeiten fiir den Wert des aus ihnen abgeleite- 


ten natiirlichen Auftriebs folgen. Dazu kommt noch, daB der Bewetterungszustand der Grube 


wahrend des langen fiir diese MeBreihen erforderlichen Zeitraums véllig unverandert bleiben | 


miBte, was mit Riicksicht auf den Grubenbetrieb streng genommen unméglich ist. Diese 


beiden Umstande begriinden den Wunsch nach einem Verfahren, das den Wert des natiirlichen | 
Auftriebs zu bestimmen gestattet, ohne daB die Ergebnisse zahlreicher Kinzelmessungen zu- | 


sammengefaBt werden miissen, und welches nur einen so knappen Zeitaufwand fiir die damit 


verbundenen Messungen erfordert, daB der Grubenbetrieb den Bewetterungszustand még- | 


lichst nicht veradndert. 

Der natiirliche Auftrieb erhéht die Energie des Wetterstroms und hat daher dieselbe Wir- 
kung wie ein mit dem Hauptgrubenliifter in Serie geschalteter Zubringeliifter, von dem er sich 
nur dadurch unterscheidet, daB diese Energieerhéhung des Wetterstroms nicht in einer értlich 
eng begrenzten Zone sondern entlang weiter Strecken (Abbaue, tiefe Sohlen usw.) geschieht. 


Es liegt daher nahe, eine indirekte Bestimmung des natiirlichen Auftriebs aus Messungen am 


Hauptgrubenliifter herzuleiten. 


Diese Aufgabe ist ein Sonderfall einer allgemeineren Fragestellung, bei welcher auf Grund 


der gegenseitigen Beeinflussung zweier im selben Widerstandsystem arbeitender Liifter aus 
Messungen an einem von ihnen auf die Kennlinie des zweiten geschlossen werden soll. Auch 
diese Verallgemeinerung hat gelegentlich praktische Bedeutung. Wenn z.B. die beiden Liifter 


von verschiedenen Herstellerfirmen stammen und es einer von diesen gestattet wird, wohl. 


ihren aber nicht den fremden Lifter im Betrieb zu messen, dann kann die dabei indirekt 
bestimmte Kennlinie des fremden Liifters eine genauere Beurteilung des ganzen Systems er- 
méglichen. Gelegentlich wird auch die Tatsache, daB® eine Liifteruntersuchung den Betrieb 
stért, eine méglichst geringe Dauer dieser Stérung als wiinschenswert erscheinen lassen, und 
man wird es deshalb begriiBen, wenn Messungen an einem Liifter gleichzeitig Aussagen tiber 
einen zweiten Liifter ergeben. 

In einem iiberall dichten Leitungssystem, in welchem dem strémenden Mittel keine Energie 
zugefiihrt wird, und welches deshalb passives System genannt werden soll, besteht zwischen 
dem Férderstrom x und dem Gesamtdruckverlust » bei einer stationaren, turbulenten Stré- 
mung die Beziehung 


nee : (1) 


worin R eine das System kennzeichnende und vom strémenden Mittel abhingige Konstante 
bedeutet, und der konstante Exponent n wenig von 2 verschieden ist. Fiir diesen Exponenten 
n hat W. Schmidt! aus Luttenuntersuchungen den Durchschnittswert 1,83 ermittelt. Im 
Folgenden soll dieser konstante Exponent n als bekannt vorausgesetzt werden und zwar soll 
fiir ihn der Wert 2 angenommen werden. Das ist jedoch keine Einschrankung. Die Unter- 
suchung gilt auch fiir jeden anderen Wert dieses konstanten Exponenten n. Sodann ist 


ag n 


" =7, =n Rar dt an— (2) 


x x 


die Differentialgleichung der durch (1) dargestellten einparametrigen Kurvenschar. Jedem | 


Wert der Konstanten R entspricht in dieser Kurvenschar eine bestimmte Kurve, die System- 
kennlinie heiSen soll (Abb. 1). 


* Uber einen Teil der hier gegebenen Entwicklungen wurde auf der Tagung der Gesellschaft fiir an- 
gewandte Mathematik und Mechanik im Juni 1952 in Braunschweig berichtet. 
1 W. Schmidt, Bergbau-Rundschau 3 (1951), S. 100. 
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SchlieBt man an das passive System einen Liifter mit der Kennlinie 


¥ =f (x) (3) 
an, wobei y die vom Liifter erzeugte Gesamtdruckerhéhung bedeutet, so folgt aus 7 = y der 
Férderstrom x des Betriebspunktes P. 


Wenn der Liifter regelbar ist, so erhalt man anstatt einer einzigen Kennlinie (3) das Kenn- 
_linienfeld 

y =fi(x). (3a) 
Jeder festen Kinstellung der Regelvorrichtung (z. B. jeder bestimmten Drehzahl bei drehzahl- 
regelbaren Liiftern, jeder bestimmten Schaufeleinstellung bei Liiftern mit verstellbaren Lauf- 
oder Leitschaufeln) entspricht im Kennlinienfeld (3a) eine ganz bestimmte Kennlinie, auf der 
” = y einen Betriebspunkt festlegt. Die Gesamtheit dieser Betriebspunkte, welche sich fiir 
ein bestimmtes passives System im Kennlinienfeld (3a) ergeben, bildet die Systemkennlinie, 
die auch auf diese Weise experimentell ermittelt werden kénnte. Ist die GréBe des konstanten 
Exponenten n in (1) bekannt, dann geniigt zur ; 
Bestimmung der KonstantenR ein einziger Be- Kg/mh 2 
triebspunkt. Falls man auch den Exponenten 
nnicht kennt, so benétigt man zwei Betriebs- 
punkte, die auch unendlich benachbart sein 
diirfen (Punkt mit seiner Tangente), fiir die Er- 
mittlung der Systemkennlinie (1). 

Wenn derLiifter nur in einem engen Bereich 
regelbar ist, so daB man vom Kennlinienfeld (3a) 
nur jene in unmittelbarer Umgebung von (3) 
liegenden Kennlinien erhalt, so kann auch die 
Systemkennlinie (1) nur in unmittelbarer Um- 
gebung eines auf (3) liegenden Betriebspunktes 
experimentell bestimmt werden. Es kann also 
nur das Linienelement des auf der Kennline (3) 
liegenden Betriebspunktes der Systemkennlinie 
(1) ermittelt werden, fiir welches 


te Xk 9 n= ae (4) 
ist. Andert sich das passive System, so andert : - 


sich auch der Wert von m. Fiir die durch (2) 
dargestellte Gesamtheit aller méglichen passiven 
Systeme ist (4) eine Funktion von x. Diese Funktion 


m = g(x) (5) 


kann experimentell bestimmt werden, wenn der Lifter in der Umgebung seiner Kennlinie (3) 
regelbar ist, und wenn etwa durch Drosselungen im passiven System (1) die durch (2) an- 
gegebene Schar von Systemkennlinien erhalten werden kann. Ergibt sich dabei, daB g(x) +-nf(x)/x 
ist, so ist das eine hinreichende (allerdings nicht notwendige) Bedingung dafiir, daB dem stré- 
menden Mittel im Leitungssystem Energie zugefiihrt wird. Das Leitungssystem soll in diesem 
Falle aktives System genannt werden. 

Im Folgenden soll untersucht werden, welche Aussagen iiber die Art der Energiezufuhr an 
das im Leitungssystem strémende Mittel gemacht werden kénnen, wenn die Funktionen (3) 
und (5) gegeben sind. Geschieht die Energiezufuhr an das im Leitungssystem strémende Mittel 
durch einen dort arbeitenden Liifter, so heiBt das also, es soll die Kennlinie 


ea Ete) (6) 
dieses Liifters bestimmt werden. Diese Aufgabe soll indirekte Lifterkennlijinienbestim- 
mung genannt werden. 


Abb. 1. Lifter- und Systemkennlinien. 


2. Vollstindige Hintereinanderschaltung. Der Liifter mit der Kennlinie (3) soll Haupt- 
lifter hei®en, der Lifter, dessen Kennlinie (6) ist, werde Zubringelifter genannt. Voll- 
kommene Hintereinanderschaltung liegt dann vor, wenn der gesamte durch das Leitungs- 

20* 
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system flieBende Férderstrom sowohl vom Zubringeliifter als auch vom Hauptlifter geférdert 
wird (Abb. 2). 

Wenn man sich vorstellt, daB die vom Zubringeliifter erzeugte Gesamtdruckerhéhung von 
der Férdermenge unabhangig, also konstant gleich P ist, so wird der Teil P des durch (1) dar- 
gestellten Gesamtdruckverlustes im Leitungssystem vom Zubringeliifter ausgeglichen. Man 
kann 

Qe =o! oe (7) 
als die auf den Hauptliifter bezogene Widerstandslinie des Systems, welches aus dem Leitungs- | 
system mit dem in ihm arbeitenden Zubringelifter besteht, bezeichnen. Ist der Wert des 
Exponenten n bekannt, so geniigen zwei Betriebspunkte, um aus ihnen die GroBen R (kenn- | 
zeichnend fiir das Leitungssystem) und P (zur Mengenachse parallele Kennlinie des Zubringe- | 
lifters) zu bestimmen. Diese zwei erforderlichen Betriebspunkte kénnen auch unendlich | 
benachbart sein, also durch einen Betriebspunkt und seine Tangente an die durch ihn gehende 
auf den Hauptliifter bezogene Widerstandslinie des Systems gegeben sein. | 


kg/mn? 4 y, 7, Y 
t 
Ss 
UE Be ie! a 
y! mis 
\e 
; ms ie Zo ~\ 
Abb. 2. Vollstandige Hintereinanderschaltung zweier Liifter. Abb. 2a. Vollstindige Hintereinanderschaltung zweier Lifter: 
D = DruckmeBstellen. M = MengenmeBstelle. Richtungsfeld fiir Kennlinien des Zubringeliifters. 


Wenn die vom Zubringeliifter erzeugte Gesamtdruckerhohung nicht konstant ist, aber ihre 
Abhangigkeit von der Férdermenge x, wie das bei vielen Liiftern zumindest in einem gewissen 
Férdermengenbereich recht gut angenahert gilt, in der Form 


P=K2+-Bx +C (6a) | 


vorausgesetzt werden kann, dann ist die Kennlinie des Zubringeliifters eine Parabel mit zur 
Druckachse paralleler Parabelachse. 
Die auf den Hauptliifter bezogene Widerstandslinie des Systems hat dann die Gleichung 


Sahat = Ke Bae Oe (7a) 


Ist der Exponent n bekannt, so geniigen fiir n +2 vier Betriebspunkte derselben auf den Haupt- | 
lifter bezogenen Widerstandslinie des Systems zur Bestimmung der Konstanten. Ist jedoch 
n = 2, dann ist die Aufgabe nur dann eindeutig lésbar, wenn z. B. fiir eine bestimmte Férder- 
menge 2% die Gesamtdruckerhéhung P, des Zubringeliifters, also ein Betriebspunkt dieses 
Lifters, bekannt ist. Man braucht dann nur drei Betriebspunkte derselben auf den Haupt- 
liifter bezogenen Widerstandslinie des Systems. 

Fiir n +2 kénnen zur Lisung der Aufgabe verwendet werden entweder 4 Punkte auf einer 
auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinie des Systems, oder 3 Punkte auf einer und 2 
Punkte avf einer anderen auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinie des Systems, oder 
je 2 Punkte auf 3 auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinien des Systems. Wieder 
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kénnen je 2 Punkte auf derselben auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinie des Systems 
unendlich benachbart sein (Linienelement). Es geniigt also bei einem in einem beschrankter 
Bereich regelbaren Hauptliifter durch drei verschiedene Drosseleinstellungen im Leitungs- 
system je ein solches Linienelement von 3 auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinien des 
Systemes zu bestimmen. 

Fir n = 2 kénnen aufer den Werten des Betriebspunktes (x, P,) zur Lésung der Aufgabe 
-entweder verwendet werden 3 Punkte auf einer auf den Hauptliifter bezogenen Widerstands- 
linie des Systems oder je 2 Punkte auf 2 auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinien des 
Systems. Auch hier kénnen je 2 Punkte aaf derselben auf den Hauptliifter bezogenen Wider- 
standslinie des Systems unendlich benachbart sein (Linienclement). Es geniigen demnach 2 
verschiedene Drosselstellungen im Leitungssystem. 

Die Kennlinie eines Zubringeliifters kann aber nicht in ihrem ganzen Verlauf hinreichend 
genau durch eine Parabel (6a) 


P=K#4+Be+C 


dargestellt werden. Es soll deshalb ein Verfahren gegeben werden, das allgemein anwendbar 
ist, wenn die Kennlinie des Zubringeliifters die Form (6) 


Py = (x) 
hat. 

Auf der Kennlinie! des Hauptliifters sei der Betriebspunkt P, (Férdermenge x), Gesamt- 
druckerhéhung yo) gemessen (Abb. 2a). Wenn der Hauptliifter zumindest beschrankt regelbar 
ist, so erhalt man, ohne dafB§ das Leitungssystem etwa durch Drosseln verandert wird, aus 
Messungen ein Stiick der auf den Hauptliifter bezogenen Widerstandslinie I* des Systems und 
damit die zu P) gehérende Tangente py der Kurve I*. Wenn man annimmt, da im Leitungs- 
system kein Zubringeliifter arbeitet und in diesem Falle der Férdermenge x) im Leitungssystem 
der Gesamtdruckverlust 7 entspricht, so kann durch den entsprechenden Punkt A(x, ) bei 
bekanntem Exponenten n nach (1) die Widerstandslinie III des passiven Systems gezeichnet 
werden, deren Tangente im Punkte A die Gerade aist. Fiir diese willkiirliche Wahl von 7 ergibt 
sich aber aus 7 — Y = yy die Gesamtdruckerhéhung Y des Zubringeliifters, womit der Punkt 
A’ (%9, Y) gefunden ist. a) bzw. a sei der Winkel, welche die Tangente py bzw. a mit der x-Achse 
einschlieBt. Aus tg «a — tg a = tg a’ folgt der Winkel a’ fiir das Linienelement durch den 
Punkt A’. Wenn daher III die Widerstandslinie des Leitungssystems ware unter der Annahme, 
da8 kein Zubringeliifter vorhanden ware, dann ist (A’, a’) das Linienelement der Kennlinie des 
Zubringeliifters, sobald Py (xo, yo) der Betriebspunkt des Hauptliifters und p) die Tangente an 
die auf den Hauptliifter bezogene Widerstandslinie I* des Leitungssystems im Punkte P, ist. 
Geometrisch heiSt das, daB bei bekanntem Exponenten von (1) fir die Menge x, dem Punkte 
A(x», 7) eindeutig ein Linienelement A’(x), Y), a’ zugeordnet ist. Abb. 2a zeigt zu einigen 
Punkten i(%9,7;) die ihnen so zugeordneten Punkte i’ (x9, Y;) und deren Linienelemente 
(i =1,2,3,...). Wird nun diese Zuordnung fiir jedes x) durchgefiihrt, was méglich ist, sobald 
man die Funktion tg (a) = g (x) kennt, so erhdlt man in der ganzen (x, Y)-Ebene zu jedem 
Punkte (x, Y) das entsprechende Linienelement also ein Richtungsfeld, das ist aber die geome- 
trische Deutung einer Differentialgleichung erster Ordnung, zu deren Lésungskurven die zu 
bestimmende Kennlinie des Zubringeliifters gehért. Diese Differentialgleichung soll hergeleitet 
werden. 

Die Summe der Gesamtdruckerhéhungen durch zwei hintereinandergeschaltete Liifter 
mu8B dem Gesamtdruckverlust im passiven System III gleich sein (Abb. 2). Aus Y+y=y 
folgt 


patties Meck tect Xo La). (2a) 
x x x 
Die auf den Hauptliifter I bezogene Widerstandslinie I* des Systems ergibt sich aus der Kenn- 
linie IT des Zubringeliifters und der Kennlinie III des passiven Systems nach 7* = 4 — Y. 
Nach x abgeleitet erhalt man 
NES a Nad (ae 


und daher wegen (2a) die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


Bey Sp(2) EF (o)"= 0: (8) 
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Fiir eine grephische Lésung dieser Differentialgleichung kann eine Leitkurve! L mit der | 


Parameterdarstellung 


a 


» | Mn = 8(2) — f(a) (9) 


verwendet werden, deren Punkte mit den Werten von x zu beziffern sind. Unter den Lésungs- 


to] 8 


kurven der Differentialgleichung (8) befindet sich die gesuchte Kennlinie des Zubringeliifters. | 


Ist einer von deren Punkten (z. B. aus Angaben auf dem Liifterkennschild der Lieferfirma) 
bekannt, so kann die Kennlinie eindeutig bestimmt werden. 

Eine rechnerische Naherungslésung kann man aus der Tatsache herleiten, daB die Kenn- 
linie eines Lifters im normalen Liifterarbeitsbereich gut durch eine Parabel 


y =f(x)=ax2? +bu+e (3b) | 


angenahert werden kann. Nur wenn die Funktion (5) die Form 


(a) eee (5a) 


hat, hier also 


m=2a%iaB os pees 


ist, erhalt man auch fiir die Kennlinie des Zubringeliifters wieder eine Parabel 


Y=Ke+Bxue+C. (6a) 


Die Leitkurve L ist dann eine Gerade y, = B x, + C, deren Punkte mit den Werten von x } 


entsprechend der Parameterdarstellung 


x 


B 
dr Yea kG (9a) 


zu beziffern sind. Alle Lésungsparabeln (6a) gehen durch den Punkt x = 0, y = C und be- 
riithren in ihm die Leitgerade (9a). Die Parabelscheitel haben die Koordinaten x, = — B/2 k, 
Ys = C— B?/4k und liegen auf der Geraden y, = 4 Bx, +. 

Die Leitgerade L wird speziell zur Mengenachse parallel, wenn B = 0 ist. Die Funktion 
(5) mu dann die Form 


m=—(y +0) (5b) 


haben. Alle Lésungsparabeln haben die gemeinsame, zur Mengenachse parallele Scheitel- 
tangente y = C und diese ist selbst Lésungskurve. 


3. Beispiel: Natiirlicher Auftrieb bei der Grubenbewetterung. Die Aufgabe, die GréBe des 
natiirlichen Auftriebs einer Grube zu ermitteln, ist ein Sonderfall der unter »vollstandige Hinter- 
einanderschaltung“ besprochenen, falls der natiirliche Auftrieb auf die gesamte vom Haupt- 
liifter geforderte Wettermenge wirkt. Wenn wie gelegentlich in der Literatur fiir Wettermengen 
innerhalb eines bestimmten Bereiches angenommen wird, daB der natiirliche Auftrieb konstant, 


also von der Wettermenge unabhingig ist, was sicher nicht richtig ist 2, so ist B = 0. Wird auf | 


Grund von Messungen am Hauptliifter festgestellt, daB die Beziehung (5b) gilt, so kann man 
aus ihr und aus der Kennlinie des Hauptgrubenliifters den Wert C des natiirlichen Auftriebs 
bestimmen. Natiirlich miissen die Kennlinie des Hauptgrubenliifters und die Funktion (5b) 
hinreichend genau durch Messungen ermictelt sein, wenn daraus einigermaBen verlaBliche 
Werte fiir den natiirlichen Auftrieb abgeleitet werden sollen. 


Sa ee ee 
MeBpunkt Wettermenge z Gesamtdruck m = tga 
Nr. | m3/s e kg/m? ai kenya Zustand des Wetterkanals 


1 1i1 106 — stark gedrosselt 
2 116 16 1,56 schwach gedrosselt 
3 125 21 | 0,56 ohne Drosselung 


Auf einer Zeche des Ruhrgebietes ist als Hauptgrubenliifter ein Axiallifter (Laufraddurch- 
messer = 2240, Drehzahl = 650 U/min, Wichte der Wetter — 1,2 kg/m*) aufgestellt, dem ein 


1 E. Czuber, Z, Math. Phys. 44 (1899), S. 41, 
® W. Schmidt, Gliickauf 88 (1952), S. 859. 
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verstellbarer Leitapparat vorgeschaltet ist. Eine Betriebsmessung ergab die Kurve H, in 
Abb. 3, fiir welche aus den Werten die Konstanten a = — 0,0079; b = — 4,198; ¢ = 669.8 
fiir die durch (3b) angenaherte Kennlinie des Hauptliifters bestimmt wurden. Nach (5b) folgt 
dann als Mittelwert fiir den in diesem Wettermengenbereich als von der Wettermenge unab- 
hangig vorausgesetzten natiirlichen Auftrieb der Grube 14kg/m?. Die Grubenweite A = 


0,38 xy fiir den MeBpunkt 3 betragt 10,4 m?, wird jedoch vom natiirlichen Auftrieb abgesehen, 
so ist die Grubenweite nur 8 m?. Daraus kann man schliefen, daB der natiirliche Auftrieb allein 
aus der Grube etwa 79 m/s Wetter ausziehen wiirde, wenn am ausziehenden Wetterschacht 
kein Liifter stiinde. Im Punkte « = 79 m/s wiirde die Kurve W, (Abb. 3) die Mengenachse 
schneiden, wenn der Regelbereich des Hauptliifters weit genug ware. Es herrscht dann un- 
mittelbar vor dem Hauptgrubenliifter im Wetterkanal Atmospharendruck. 

Das in Abschn.2 beschriebene allgemeine Verfahren kénnte, falls hinreichend genaue 
Messungen am Hauptgrubenliifter méglich 
sind, die Abhangigkeit des natiirlichen Auf- 
triebs einer Zeche von der Wettermenge, 
also seine Kennlinie, zu bestimmen ge- 
statten }. 


Mo Hew Shao 
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Parallelschaltung 
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Abb. 3. Natiirlicher Auftrieb bei der Grubenbewetterung als Sonderfall Abb. 4. Zwei Liifter in einem geschlossenen 
der vollstandigen Hintereinanderschaltung zweier Lifter. Kreislauf mit einer Querverbindung. 


4, Zwei Liifter in einem geschlossenen Kreislauf mit einer Querverbindung. Wahrend der 
geschlossene einfache Kreislauf als Schema fiir vollstandige Hintereinanderschaltung zweier 
Lifter gilt, wobei Haupt- und Zubringeliifter véllig gleichwertig sind, es also auch fiir die in- 
direkte Kennlinienbestimmung nur die eine im Abschnitt 2 besprochene Aufgabenstellung gibt, 
zeigt Abb.4 die beiden von der vollstandigen Hintereinanderschaltung verschiedenen Méglich- 
keiten fiir zwei in einem geschlossenen Kreislauf mit einer Querverbindung arbeitende Liifter. 
In den aktiven Teilleitungen J und II sollen die Forderstréme x bzw. X und in der passiven 
Teilleitung der Férderstrom € flieBen, fiir deren Vorzeichen festgesetzt werde, es sei plus oder 
minus, je nachdem die betreffende Strémung gegen den Punkt gerichtet ist, in welchem das 
Medium in die passive Teilleitung eintritt oder aus ihr austritt. Daher ist der Férderstrom & 
in der passiven Teilleitung stets negativ. Wenn die Férderstréme x und X in beiden aktiven 
Teilleitungen positiv sind, liegt Parallelschaltung vor. Haben x und X jedoch verschiedene 
Vorzeichen, so soll von teilweiser Hintereinanderschaltung der beiden Liifter ge- 
sprochen werden, wobei der Liifter mit positivem Férderstrom Hauptlifter und der Liifter 
mit negativem Férderstrom Zubringeliifter genannt werden soll. Fiir die Kennlinie einer 
aktiven Teilleitung sollen positive Férderstréme nach rechts und negative nach links auf der 
Mengenachse aufgetragen werden. Der stets negative Férderstrom ¢ in der passiven Teilleitung 
werde jedoch stets nach rechts aufgetragen. 

Es gibt dann drei von der yollstandigen Hintereinanderschaltung verschiedene Aufgaben 
fiir indirekte Kennlinienbestimmung beim Betrieb von zwei Liiftern in einem Kreislauf mit 
einer Querverbindung : 


1 Auf diese Méglichkeit, aus der Untersuchung eines regelbaren Hauptgrubenliifters auf die GréBe 
Jes natiirlichen Auftriebs einer Grube zu schlieBen, wies bereits W. Schmidt in einem Vortrag hin. (,,Die 
segenseitige Beeinflussung von Liiftern und Wettersystemen**, Techn.-wissenschaftl. Vortragswesen der 
Bergschule Bochum 20. 11.51). Mit Herrn W. Schmidt wurde die hier behandelte Fragestellung wieder- 


holt besprochen. 
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a) indirekte Kennlinienbestimmung bei Paralle] betrieb, 
b) indirekte Bestimmung der Kennlinie des Zubringeliifters bei teil weiser Hintereinander- | 


schaltung und 
c) indirekte Bestimmung der Kennlinie des Hauptliifters bei teil weiser Hintereimandeml| | 


schaltung. | 

Die Festlegung iiber die Beriicksichtigung der Vorzeichen bei den Férderstrémen fiir das | 
Zeicbnen der Kennlinien hat zur Folge, da8 alle drei Aufgaben vdllig identisch sind und daher | 
gleich gelést wer den kinnen. 
Die Abb. 5 bezieht sich auf Parallelbetrieb. In der Teilleitung I arbeite der zumindest in| 
einem beschrankten Bereich regelbare Liifter, dessen Férderstrom x gemessen werden soll. , 


Ks sei 
=fly) (10) 
die Kennlinie des Lifters. Entsprechend sei | 


A= Fy) (11)) 


die gesuchte Kennlinie des zweiten Liifters, 
der in der Teilleitung II arbeitet. Aus x mB |i 
+&—0 folgt fiir den Férderstrom & in der; 
passiven Teilleitung wegen (10) & =— X) 
—f(y). Fir die passive Teilleitung ILI er-} 
halt man aus (1) € = gy und daher | 


ifs) we bs Al LC! 


kg/m2by 


pi See (12) 
ee ede | 
: ere Se 


Die auf den ersten Lifter bezogene Wider-; 
standslinie I* des Systems wird aus der Kenn- 
linie II des zweiten Liifters und der Kennlinie II] der passiven Teilleitung entsprechend X -+-& 
-- &* =0 gefunden. Nach y abgeleitet folgt daraus X’ + €’ +- (*)’ = 0 und daher wegen (12)) 


Abb. 5. Parallelbetrieb zweier Lifter. 


7 1 *\s 1 — 
Xd K+ ESO) = 9. : 
Ahnliche Bedeutung wie (4) hat hier die Funktion 
dé a 
(EY =F = etga = 128 =2(y)- (13) 


Wenn der eine Lifter zumindest in einem beschrankten Bereich regelbar ist, und man in der 
passiven Teilleitung drosseln kann, dann kénnen die Funktionen (10) und (13) durch Messungeni 
am ersten Liifter bestimmt werden, und man erhalt fiir die Kennlinie des zweiten Liifters die} 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


1 
2¥ 


1 
ary 


xX’ —— X + g(y) Foao> (14) 


fiir deren graphische Lésung eine Leitkurve L mit der Parameterdarstellung 


x, =2y¥-8(y)— fly); yr =—y¥ a 


verwendet werden kann. Die Punkte der Leitkurve L sind mit den Werten von y zu beziffern, 
Die Lésungskurven von (14) beriihren alle mit einer Ausnahme die Mengenachse in dere 
Schnittpunkt O mit der Leitkurve L. Weil Liifterkennlinien jedoch die Mengenachse schneiden, 

ist die gesuchte Liifterkennlinie jene Lésungskurve, welche im Punkte O mit der Leitkurve ; 
eine gemeinsame Tangente hat. 


Die indirekt zu bestimmende Kennlinie des zweiten Lifters kann dann durch die Parabell 


y =AX*? + BX + C angenihert werden, wenn die Funktion (13) die Form hat 


1 B A 
= 3 | 
ry Psa WITSTEe is 


3 
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Das Vorzeichen der Wurzel ist durch die Bedingung festgelegt, daB A y/4 A y +420 mit 


A = B* — 4 A Cist, je nachdem ob der entsprechende Punkt rechts oder links des P 
] = 
tels auf y = A X?4+ BX +4 Cliegt. chts oder links des atabe schei 


Die Parameterdarst ellung der Leitkurve L Jautet dann 


gp duerinl | A ‘ 
L 2 eA. V4 Ay+A wa VISE BIS (15a) 


Die Leitkuive hat die beiden Asymptoten x = — B/2 A (parallel zur Druckachse) und y 
y = C— B?/4 A (parallel zur Mengen achse). 


Wenn in (14) g (y) die Form von (13a) hat, erhalt man als Lésungen der linearen Differen- 
tia! gleichung 


X=Kyy += [yeay +4 — 8]. 


kg/cm’ hy 


Abb. 6. Teilweise Hintereinanderschaltung zweier Lifter: 
Indirekte Bestimmung der Kennlinie des Zubringelifters. 


Abb. 7. Teilweise Hintereinanderschaltung zweier Lifter: 
Indirekte Bestimmung der Kennlinie des Hauptliifters. 


Tir A = 0 ist das die Parabelschar 


B\2 
(icine) =e Fa 


Lie fiir B=-0 keine als Liifterkennlinie in Frage kommende Kurve enthalt. Fiir 4 = 0 berithren 
ile Kurven, bei denen K + Oist, die Mengenachse, stellen also keine Liifterkennlinie dar. K = 0 
vibt die als Parabel geforderte Liifterkennlinie 


BOA? 1 B= Cs, 


Abb. 6 bzw. 7 bezieht sich auf die indirekte Bestimmung der Kennlinie des Zubringeliifters 
zw. Hauptliifters bei teilweiser Hintereinanderschaltung. 


5. Beispiel: Natiirlicher Aufirieb bei der Grubenbewetterung. Abb. 8 zeigt einen Axialliifter 


Vetter = 1,0 kg/m?) als Hauptgrubenliifter. De CE AD war anit Snes Drossel wand 
}bgeschlossen, welche durch schrittweisen Abbau verschieden starke Wetterkurzschliisse von 
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iiber Tage gestattete. Auf die durch den ausziehenden Wetterschacht aus der Grube stromenden 
Wetter wirkt der natiirliche Auftrieb der Grube. Bei Kurzschlu8 von iiber Tage tritt dieser 
natiirliche Auftrieb anstelle eines Zubringeliifters, der mit dem Hauptgrubenliifter teilweise} 
hintereinander geschaltet ist. Es liegt daher die in Abb. 6 dargestellte Aufgabe vor, die Kea 
linie eines Zubringeliifters bei teilweiser Hintereinanderschaltung aus Messungen am Haupt-| 
lifter indirekt zu bestimmen. Hy, H,1; bzw. H_4, in Abb. 9 sind die fiir den Hauptgruben- » 
lifter gemessenen Kennlinien bei den Einstellungen 0°, + 15° baw. —15 des dem Haupt-. 


vee | Hauptgrubentitter 


Drallregler 


Sohachischleuse 


ousziehender Wetterschacht 


Abb. 8. Hauptgrubenliifter mit Kurzschlu8 von Ubertage. 


A; 


Abb. 9. Natiirlicher Auftrieb bei der Grubenbewetterung als Sonderfal] 
der teilweisen Hintereinanderschaltung zweier Liifter. 


grubenliifter vorgeschalteten, verstellbaren Leitapparates. Fir drei verschiedene Drosse} 


stellungen an der Schachtschleuse wurden die Kurven A,, A, bzw. A; bestimmt. Aus den Werte} 


a 
Me8S punkt Wettermenge x = f(y) Gesamtdruck y n = tg B = g(y) 
Nr. m#/s kg/m* m?/s: kg/m? 
1 190 280 0,321 
2 220 230 0,454 
3 250 130 0,904 


wurde nach (15) die Leitkurve L gezeichnet. Drei der mit ihrer Hilfe bestimmten Lésungsku 
ven von (14) sind in Abb. 9 eingetragen. Die einzige Lésungskurve Z, die im Schnittpunkt | 
der Leitkurve L die Mengenachse nicht beriihrt sondern schneidet, hat im Punkt O mit d 
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Leitkurve L gemeinsame Tangente. Wenn auBer durch den natiirlichen Auftrieb innerhalb der 
Grube den Wettern keine Energie zugefiihrt wird, also kein Untertageliifter eingesetzt ist, und 
der Wert C des natiirlichen Auftriebs in dem betrachteten Wettermengenbereich von der 
Wettermenge unabhingig ist (was genau sicher nicht richtig ist; s. Abschn. 3), so muB Z eine 
Parabel y = AX? + Csein, deren Achse mit der Druckachse zusammenfiallt. In diesem Son- 
derfall ist also in (13a) und (15a) speziell B = 0. Aus der Paremeterdarstellung (15a) der Leit- 
kurve L folgt daher fiir die Leitkurve die Gleichung 


“i (yn +0) +S =0. 


Die Druckachse x; — 0 und die Parallele zur Mengenachse y;, = — C sind Asymptoten 
der Leitkurve L. Aus (13a) folgt in diesem Sonderfall 
Th Gly: Cc 
g(y) mais f(y) i= oe > 


woraus man A und C bestimmen kann, wenn man fiir zwei Werte von y die Funktionen f(y) 
und g(y) kennt. 

Fiir das angegebene Zahlenbeispiel ergab sich aus den Punkten I, IJ und III der Kennlinie 
fiir den Wert des natiirlichen Auftriebs der Mittelwert C = — 25 kg/m? und fiir die die Gruben- 
weite kennzeichnende Konstante A = 0,0192 kg/m? : m$/s?.. Wenn die Schachtschleuse dicht 
geschlossen ist, also kein Kurzschlu8B von iiber Tage einstrémt, erhalt man den Betriebspunkt P. 
Aus den zugehérigen Werten der Wettermenge x = — 125 m*/s und des Gesamtdruckes im 
Wetterkanal y = 276 kg/m? folgt fiir die Grubenweite der Wert 2,86 m2. Ohne natiirlichen 
Auftrieb erhalt man fiir die Grubenweite den Wert 2,74 m?. 

Auch hier kénnte das in Abschn. 4 beschriebene allgemeine Verfahren, falls hinreichend 
genaue Messungen am Hauptgrubenliifter vorliegen, die Abhangigkeit des natiirlichen Auf- 
triebs einer Zeche von der Wettermenge, d.h. die Kennlinie des natiirlichen Auftriebs, zu 
bestimmen gestatten. 


6. Zusammenfassung. Wenn in einem einfachen geschlossenen Leitungssystem mit einer 
Querverbindung zwei Liifter arbeiten, so kénnen drei wesentlich von einander verschiedene 
Betriebsarten vorliegen: vollstandige Hintereinanderschaltung, Parallelschaltung und teilweise 
Hintereinanderschaltung. Wenn im passiven Teil des Leitungssystems verschiedene Drossel- 
austande eingestellt werden kénnen und einer der beiden Liifter zumindest in einem begrenzten 
Bereich regelbar ist, so kann man aus Messungen dieses Liifters auf die Kennlinie des zweiten 
Lifters schlieBen. Insbesondere erhalt man auf diese Weise zwei verschiedene Méglichkeiten, 
den natiirlichen Auftrieb einer Grube durch Messungen am Hauptgrubenliifter zu bestimmen. 
Thre Anwendung setzt voraus, daB die Messungen am Hauptgrubenliifter mit hinreichender 
Genauigkeit méglich sind. Es wurden zeichnerische und graphische Verfahren angegeben und 
‘an praktischen Beispielen erlautert. 

Eine praktische Verwendung empfiehlt sich ganz allgemein, nicht nur bei der Gruben- 
bewetterung, nur dann, wenn man die Kennlinie des zweiten Lifters aus irgend einem Grunde 
nicht direkt bestimmen kann. 


; 


(Eingegangen am 23, Dezember 1952.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Wilhelm Richter, Frankenthal, Beindersheimer Str. 131. 
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Die Asynchronmaschine. Ihre Theorie und Berechnung unter besonderer Beriick- 
sichtigung der Keilstab- und Doppelkafiglaufer. Von Professor Dr.-Ing. Werner Nirn- 


berg. Mit 227 Abbildungen und sechs durchgerechneten Beispielen. VII, 407 Seiten. 
1952, ~Ganzieinen DM 43.50 


Aus den Besprechungen: Das Buch gehért zu den Standardwerken iiber die Asynchronmaschine, Es 
wendet sich in gleicher Weise an den theoretisch wie praktisch tatigen Ingenieur, dem es in allen Einzelfragen 
Auskunft geben kann, Aber auch fiir den Studierenden, der seine Studien ernsthaft vertiefen will, ist es ein hervor- 
ragender Wegweiser. Nachdem zunichst Aufbau und Wirkungsweise des Asynchronmotors sowie dessen grund- 
siitzliche Berechnung physikalisch erliutert werden, sind in eigenen Abschnitten die Wicklungen, das Wechselfeld 
und Drehfeld, der Leerlauf, der KurzschluB und die Verluste behandelt sowie die Asynchronmaschine mit strom- 
verdringungsfreiem Schleifring- und KurzschluBanker. Dann folgt eine eingehende Anleitung fir Entwurf und 
Bemessung des Asynchronmotors. Im Anschlu$ an die Behandlung der ,,klassischen‘* Asynchronmaschine foilgt 
die Asynchronmaschine mit Kafiganker aus rechteckigen oder keilformigen Hochstiben, ferner der Doppelkafig- 
motor, die polumschaltbaren Maschinen und der Einphasenmotor. 6 verschiedene Berechnungsbeispiele schlieBen 


die ausgezeichneten Darstellungen ab. $ »Glasers Annalen‘*. 


Die Priifung elektrischer Maschinen. von Professor Dr.-Ing. W. Nirnberg. 
Zweite, durehgesehene Auflage, Mit 219 Abbildungen. VIII, 355 Seiten. 1948. DM 24.— 


Aus den Besprechungen: Das Buch jst als wertvoller Helfer zu bezeichnen, nicht nur fir diejenigen, 
die sich praktisch mit der Priifung elektrischer Maschinen zu befassen haben, sondern auch fir diejenigen, die sich 
in das Gebiet einarbeiten. wollen. Der Verfasser des Buches spricht aus eigener reicher Erfahrung und konnte so 
eine Fille von Hinweisen geben, die an anderen Stellen kaum zu finden sind. Es werden alle gangigen Maschinen- 
arten behandelt; die beigefiigten Schaltbilder und Arbeitsdiagramme geben einen guten Einblick in Aufbau und 


Wirkungsweise der Maschinen. Daher kann auch der Studierende das Buch mit Vorteil benutzen. .. 
» Elektrotechnik“, 


Das elektrische WiderstandsschweiBen. von Dipi.-mg.Walter Brunst, Stutt- 


gart-Ditzingen. Mit 408 Abbildungen. VIII, 290 Seiten. 1952. | Ganzleinen DM Agee 


Aus den Besprechungen: ... Es ist dem Verfasser gelungen, eine umfassende Darstellung des heute 


auBerordentlich wichtigen Gebietes der WiderstandsschweiBung zu geben. Das Werk darf wirklich als ,,up to . 
date‘ bezeichnet werden, finden wir darin doch auch sehr spezieile Fragen wie Schweifbarkeit, Energie-Speicher-, 


maschinen, Lastausgleichgerite, Druck- und Stromprogramme usw. behandelt. Dieses Buch wird deshalb dem 
Fachmann als Nachschlagewerk und dem Studenten als Lehrbuch wertvolle Hilfe leisten. . . 
» Schweizerische Bauzeitung, 


Elektrische Maschinen. Eine Einfiithrung in die Grundlagen. Von Prof. Dr.-Ing. 


Theodor Bédefeld, Berlin, und Prof. Dr. techn., Dr.-Ing., Dr. phil. Heinrich Sequenz, 


Wien. Fiinfte Auflage mit Erginzungen. Mit 655 Abbildungen. X XVI, 502 Seiten. 
1952. (Springer-Verlag, Wien.) DM 25.50; Ganzleinen DM 28.50 


Berechnung magnetischer Felder. von Dr.Ing., Dipl.-Ing. Franz Ollendorff, 


Professor der Elektrotechnik und Vorstand des Elektrotechnischen Laboratoriums der 
Hebriischen Technischen Hochschule Haifa, Mitglied des wissenschaftlichen For- 
schungsrates fiir Israel. (Technische Elektrodynamik, Band I). Mit 287 Textabbil- 
dungen. X, 432 Seiten. 1952. (Springer-Verlag, Wien.) Ganzleinen DM 66.— 
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